Concursul EUGEN IONESCU - editia a VI-a — 05.111.2011
CLASA A V-A

1. Determinati numerele naturale de forma abc stiind c& 8 (% — 1) = a000.
Niculae Grigorescu, Slatina

Solutie. Relatia data se scrie sub forma 8 (abc — 1) = 1000a de unde abc = 125a + 1. (2p)
Atunci 100a + bc = 125a + 1, de unde be = 25a + 1 (2p)
Rezulta 25a + 1 < 99, de unde a < 3, adicd a € {1,2,3} . Se obtin solutiile 126, 251, 376. (3p)

2. Numarul natural A impartit la 48 da restul 41 si impartit la 50 da restul 9. Aflati numarul A
stiind ca suma celor doua caturi este 81.
Ion Neata, Slatina

Solutie. Din teorema impartirii cu rest rezults ci A = 48¢ + 41 si A = 50d + 9 (2p). Intrucat
¢+ d = 81, rezultd d = 81 — ¢ (1p), deci are loc relatia 48c +1 = 50 (81 — ¢) + 9 (2p) Se obtine
c=41s A =2009 (2p)

3. a) Aritati cd suma primelor 6 cuburi perfecte nenule este un patrat perfect.
b) Aritati ci pentru orice k € N, numarul 21%**2 se poate scrie ca suma a 6 cuburi perfecte
nenule.
Daniel Cojocaru, Slatina

Solutie. a) 13 + 23 + 3% + 4% + 5% 4 63 = 441 = 212 (2p)
b) 21342 = 219 . 212 = (21%)° . (13 4 2% + 3% + 43 + 5° + 6°) (2p)
Rezulti 2132 = (21%)° + (2 21%)° + (3 21F)" 4 (4. 21%)* 4 (5-21%)* + (6 - 21%)° (3p)

4. Numerele abe si Tyz sunt scrise numai cu cifrele 1 gi 2 gi dau acelagi rest la impartirea cu 8.
Aratati ca abc = Tyz.
Marius Perianu, Slatina

Solutie. Vom presupune c& abc > Tyz. Conform teoremei impartirii cu rest, existd m,n € N si
r€{0,1,2,...,7} astfel incat abc = 8m + r si Tyz = 8n +r (2p)

Rezults ci abc — 75z = 8(m — n), deci abc — Tz este numir par. Atunci ultima cifrd a diferentei
abc — Tz este pard. Cum c si 2 pot fi doar 1 si 2, rezultd ci ¢ = z (2p)

Atunci abc — 7Yz = abc — Tye = 10 (ab — 7y) , de unde rezults ci 10 (% —Ty) = 8(m — n), deci
5t (% — x_y) = 4(m — n). Ca urmare, si ab — Ty este numdar par, si, folosind acelasi rationament ca
mai sus, rezultd cd b =y (2p)

Obtinem ab — 7 = ab — 2b = 10(a — x), de unde rezultd ci 50 (a — ) = 4(m — n), deci
25 (a — x) = 2(m — n). De aici a — = este numar par, gi, cum a,x € {1,2}, rezultd a = = (1p)

In concluzie, abc = xyz.
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CLASA A VI-A

1. Determinati numerele de forma ab stiind ci ab + ba + a + b este cub perfect.
Nicolae Ivaschescu, Craiova (S.G.M. 10/2010)

Solutie. Folosind descompunerea zecimali, rezultd ab + ba + a + b = 12 (a + b) (2p) deci cubul
perfect cdutat este al unui numar par (1p)

Cum a + b < 18, rezultd cd 12 (a + b) < 216. Cuburile perfecte pare mai mici sau egale cu 216
sunt 2% = 8, 4% = 64 si 6° = 216. Convine doar 216, pentru care se obtine ab = 99 (4p)

2. Pe laturile (OX si (OY ale unghiului XOY se considera punctele A, respectiv B, astfel incat
(OA) = (OB) . Perpendiculara in A pe OX intersecteaza pe OY in D, iar perpendiculara in B pe
OY intersecteaza pe OX in C. Se noteaza cu M punctul de intersectie al dreptelor AD si BC.

a) Demonstrati ca [AC] = [BD)] .

b) Aratati ca MA+ MC = MB + MD.

c¢) Demonstrati cd (OM este bisectoarea unghiului X OY.

Dorin Popa, Slatina

Solutie. a) Din AAOD = ABOC (C.U.) rezultd [OC] = [OD] (2p) deci AC = OC — OA =
OD — OB = BD (1p)

b) Avem AAMC = ABMD (C.U.), de unde obtinem [AM| = [BM] si [CM| = [DM]. Rezulta
MA+ MC = MB+ MD (2p)

c¢) Deoarece AOAM = AOBM (C.C.) rezulta AOM = BOM , deci (OM este bisectoarea unghi-
ului XOY (2p)

3. Determinati cel mai mic si cel mai mare numar natural de forma aabbcce divizibil cu 97.
Costel Anghel, Slatina

Solutie. Fie N = aabbcc = 110000a + 11006 + 11ec.

Deoarece restul impartirii lui 110 000 la 97 este 2 si restul impartirii lui 1100 la 97 este 33, rezulta
cd 97 | 2a + 33b+ 11c (2p)

Atunci 97 | (97a + 2a + 33b + 11¢), deci 97 | 11 (9a + 3b + ¢), adicd 97 | 9a + 3b + ¢ (2p)

Cum 9a +3b+¢<9-9+3-9+9=117, rezultd cad 9a + 3b + ¢ = 97 (1p)

Cum 3b+ ¢ < 40, rezulta 9a > 57, deci cea mai mica valoare a lui a poate fi 7. Atunci 3b+ ¢ = 34,
de unde b =9, ¢ = 7, cu solutia Ny, = 779977 (1p)

Cea mai mare valoare a lui a poate fi 9, pentru care obtinem 3b + ¢ = 16. Cel mai mare numar
de forma datd se obtine pentru b =5 i ¢ = 1, cu solutia Nyax = 995511 (1p)

2010 2011 2012 2013
1727 37 4

4. a) Fie multimea A = { , } . Determinati cardinalul multimii A N N.



1727 37 4 1727 37 4
Demonstrati ca multimea B N C' contine un singur numar natural.

2011 2012 2013 2014 2012 2013 2014 2015
b) Se dau multimile B = { ,} si C = { ,}

Dorin Popa, Slatina

2009
Solutie. a) Observam ca A contine numere de forma ﬁ, unde n € N* (1p)
n
2009 .
Daca D tn € N, atunci n | 2009 + n, deci n | 2009. Intrucat 2009 = 72 - 41, rezulta ca 2009

n
are 6 divizori, deci n poate lua 6 valori. In concluzie, card (ANN) = 6 (2p)

2010 +p 201144

b) Daca x € BN C, atunci exista numerele p, ¢ € N* astfel incat z = (1p)
p q
2010 2011
Rezulta +1=——+1, de unde 2010g = 2011p. Ca urmare, 2011 | ¢, deci ¢ = 2011k, unde
p q
k € N* (2p)
) 2011 1 . o < < .
Atuncix = — +1 = z + 1, unde £ € N*. Un singur numar de aceasta forma este natural, si
q

anume 2 (care se obtine pentru k = 1) (1p)
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1 1 1
1. a) Aratati cd =2 —-— , pentru orice numar natural n > 1.
1424 ...+n n n+1
b) Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia
1 1 1 1 4020

I+1+2+1+2+3+”'+1+2+...+x_2011'

Mariana Fleancu, Citmpulung (S.G.M. 11/2010)

Solutie. a) Avem 1 +2+ ...+ n = (n+1) (1p)
si 1 __ 2 :Q.uzg 11 (2p)
1+2+...4+n n(n+1) n(n+1) n n+1

b) Folosind punctul anterior, rezulta

1+1+1++ 1 _211 11+
1 142 14243 7 14+2+..+x2 1 2 2 3

20 4020

71~ 2010 " solutia z = 2010 (1p)

Obtinem

2. In triunghiul ABC se considers mediana [BD], D € (AC) si punctul E € (AB) . Se construiesc
EF || BD, F € (AC) si FG || BC, G € (AB). Demonstrati ca:
a) [AG] = [GE]. b) DG || CE.
Niculae Grigorescu, Slatina

Solutie. a) Notand cu P mijlocul lui [AB], rezulta ca [PD] este linie mijlocie in AABC (1p)

. AF  AG
Cum GF || PD, cu teorema lui Thales rezultd ca D= AP (1p)

‘ AP
La fel, din chy Bigezulta@ —g (llp)
Ca urmare, P AB deci TE- A" 3 de unde [AG] = [GE] (2p)

b) Cum 1AE-Ac -3 reciproca teoremei lui Thales in AAEC rezultd GD || CE (2p)

3. In triunghiul ABC, cu AB < AC, se construieste bisectoarea [AD, D € (BC). Paralelele
prin D la AC, respectiv AB, intersecteazi pe [AB] in E i pe AC in F. Fie {M} = EF N BC si

. . OM BM CM
{O} = EF N AD. Demonstrati ca OF — BD + oD

Niculae Grigorescu, Slatina



Solutie. Patrulaterul AEDF este romb, deoarece laturile opuse sunt paralele, iar diagonala
[AD] este bisectoarea unghiului FAF (2p)
Intrucat AB < AC, rezulta ca M se afla pe dreapta BC' astfel incat B este intre M si C.

AO BD
Aplicand teorema lui Menelaus in triunghiul MOD cu transversala A — E — B rezulta 1D BM
EM EM BM
E’O_l de unde EOZQ D (2p) o Cg)
Aplicand teorema lui Menelaus in triunghiul M OD cu transversala A — F' — C' rezulta 1D M

FM FM CM
O =1, de undeF—O—2 D (2p) (2)

Adunand relatiile (1) si (2) si tinand cont cd OF = OF, rezultd

EM#—F]W_2 BM+CM :>BM+CM_1 OM —-OE+OF+0M OM (1p)
OE  \BD'"¢CD)  BD " CD 2 OF ~or P
4. Determinati cdte numere naturale nenule a < 500 au proprietatea ca girul a, 2a, ..., 72a

contine exact 24 de multipli ai lui 72.
Mihail Chiriac, Slatina

Solutie. Numerele din sir sunt de forma ka, unde 1 < k£ < 72.
Fie d = (a,72); atunci a = dm i 72 = dn, unde (m,n) =1 (1p)
Rezulta ca in sir se afla numerele dm, 2dm, 3dm, ..., 72dm, care se pot scrie si sub forma

2
79T g B g B g T2 g
n n

n n

Intrucat (m,n) = 1, rezulti c& numarul de elemente ale sirului divizibile cu 72 este egal cu numarul
de numere naturale aflate in girul

Y Y

3 12

S|
S|

adicd cu d (1p).

Ca urmare, girul a, 2aq, ..., 72a contine exact 24 de multipli ai lui 72 daca gi numai daca (72, a) = 24,
deci a = 24m, unde (m,3) =1 (2p)

Conditia @ < 500 impune 1 < m < 20 si, cum (m,3) = 1, rezultd cad m (ca si a) poate lua 14
valori. (1p)
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SUBIECTUL I. Pe foaia de concurs scrieti numai rezultatele (30p).

(5p) 1. Rezultatul calculului 105 — 105 : 5 este ... .

(5p) 2. Cel mai mare numar natural mai mic decat /23 este ... .

(5p) 3. Solutia din multimea N a ecuatiei 3z% — 10 = 2 este ... .

(5p) 4. Daca A={r€Z|—-4<x <1}, atunci ANN={...} .

(5p) 5. Lungimea medianei unui triunghi echilateral cu latura 6 cm este ... cm.

(5p) 6. Lungimea diagonalei unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile 6 cm, 8 cm si 10v/3
cm este de ... cm.

SUBIECTUL al II-lea. Pe foaia de concurs scrieti rezolvarile complete (30p).

(5p) 1. Desenati pe foaia de concurs un paralelipiped dreptunghic si notati-l A’LEIT ARG.

(5p) 2. Aflati media geometricd a numerelor 37! gi 2771,

(5p) 3. Scrieti sub forma de interval multimea A = {x € R | |32 — 1| < 8}.

4. Se considera functia f : R — R, f(z) = —z + 5.

(5p) a) Reprezentati grafic functia f.

(5p) b) Aflati valoarea reald a numarului m pentru care punctul P (m?,4m + 9) apartine grafi-
cului functiei f.

(5p) 5. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub cu diagonala 7v/3 cm. Calculati perimetrul triunghiului
A'BC".

SUBIECTUL al ITI-lea. Pe foaia de concurs scrieti rezolvarile complete (30p)
22 —b5r+6 (x+1\* 2?—2z-3
2 +3x+2 <x+3) 224+ 5r+6
(5p) a) Pentru ce valori ale lui 332 expresia este definitd?
92 . v T —
(5p) b) Aritati cd E (x) = T3
(5p) c) Stabiliti dacd E (v2) + E (—v2) € Z.
(5p) 2. Fie cubul ABCDA'B'C'D’ cu muchia de 6 cm si M mijlocul muchiei [CC’].
(5p) a) Determinati distanta de la M la BD.
(5p) b) Calculati distanta de la C' la planul (M BD).
(5p) c) Demonstrati cd AC" L (A'BD).

1. Se d& expresia F (z) =

SUBIECTUL al IV-lea. Probleme de departajare (20p)
(10p) 1. a) Fie a,b € N astfel incat \/a + vb + Vab = 2010. Aritati ci a si b sunt pitrate
perfecte.
b) Determinati numerele naturale a, b pentru care v/a + v/b 4+ vab = 2010.
Marius Spoitu, Slatina

(10p) 2. Numdrul natural N are 2011 cifre, dintre care 670 din multimea {0,3,6,9}, 670 din
multimea {1,4, 7} si 671 din multimea {2, 5,8} . Aritati cd v/N este irational.
Marius Perianu, Slatina



SUBIECTUL 1. 1.84 2.4 3.2 4.{0} 5.3V/3cm  6.20cm.

1 1
SUBIECTUL 11. 1. desen 2. my=v371.2771 = ”ﬁ = 9

7
3. 3z —1] <8« —8 <3z — 1< 8. Se obtine A = <—§,3>.
4. a) grafic  b) P(m*4m+9) € Gy = f(m?) =4m+9 & —m? +5 = 4m + 9. Rezultd
(m+2)7°=0em=-2.
5. Notand cu a lungimea muchiei cubului, rezulty d = av/3, deci @ = 7 cm.
Triunghiul A’BC" este echilateral, de latura 7v/2 cm. Perimetrul siu este 21v/2 cm.

SUBIECTUL III.
ITI. 1. a) Observand c& 22+3z+2 = (z + 1) (z +2), 2 +52+6 = (z + 3) (z + 2) si 2® —22—3 =
(x 4+ 1) (x — 3), se impun conditiile de existentd z+1 # 0, 24+2 # 0, x+3 # 0si t —3 # 0, de unde
rezultd z € R\ {—3,—-2,—1,3}.
(r—2)(x—3) (2+1)° (2+2)(z+3) a-2

b) B(x) = (e+1)(@+2) (2437 (@+1)(@—=3) z+3

C)E(ﬁ)ZMT‘S@E(_@):@,dmm(ﬁ)m(_ﬂ):_§¢Z.

II1.2. a) Cum MC L (ABC) si CO L BD, cu teorema celor trei perpendiculare obtinem

MO 1 BD, deci d(M,BD) = MO.
1

Cum CO = §AC’ = 3v/2 cm, din triunghiul dreptunghic COM rezultd MO = 3v/3 cm.

b) Construim CP 1. OM. Din MO L BD si BD 1 OC, cu reciproca a doua a teoremei celor trei
perpendiculare, obtinem CP L (M BD), deci d (C,(MBD)) = CP.

Intrucat C'P este iniltime in triunghiul dreptunghic COM, rezultd CP =
deci d (C,(MBD)) = v/6 cm.

¢) Avem MO = 3v3 cm, A'O = 3v/6 cm si A’M =9 cm, deci triunghiul A’OM este dreptunghic
in O (reciproca teoremei lui Pitagora).

Atunci, din MO L OA" si MO L BD, deducem cd MO L (A’'BD). Dar MO este linie mijlocie
in triunghiul ACC’, deci MO || AC'. Ca urmare, AC' L (A'BD).

cO-CM

oM 6 cm,



SUBIECTUL IV.

IV.1. a) Avem v/a + Vb = 2010 — Vab si, ridicand la pétrat rezultd ci a + b + 2vab =
20102 — 4020v/ab + ab, de unde 4022v/ab = 20102 + ab — a — b, adicd 4022v/ab € N.

Atunci Vab € Q si, cum ab € N, rezultd ci vab € N (2p)

Obtinem /a + Vab = 2010 — v/b, de unde a + ab + 2av/b = 20102 + b — 4020v/b. De aici avem c&
(2a + 4020) Vb € N, de unde Vb € Q. Rezultd /a € Q si cum a,b € N, rezultd \/a € N si vb € N,
adicd a gi b sunt patrate perfecte (3p)

b) Adundnd 1 in ambii membri rezultd (y/a + 1) (\/Z_) + 1) = 2011. Folosind punctul anterior,

rezultd c& v/a,vb € N, deci \/a + 1 si Vb + 1 sunt divizori ai lui 2011. Deoarece 2011 este numér
prim, singurele solutii sunt a = 0, b = 2010% si a = 2010%, b = 0. (2p)

IV.2. Restul impdartirii unui numér la 3 este egal cu restul impartirii sumei cifrelor sale la 3 (1p)

Pentru a afla suma cifrelor numarului N tinem cont de urmatoarele observatii:

- suma cifrelor lui N aflate in multimea {0, 3,6,9} este de forma 3k (1p)

- suma celor 670 de cifre ale lui N aflate in multimea {1,4,7} este de forma 3p + 670 si, cum
670 = 3223 + 1, rezultd cd suma acestor cifre este de forma 3p’ +1 (2p)

- suma celor 671 de cifre ale lui N aflate in multimea {2, 5,8} este de forma 3q + 2 - 671 si, cum
2671 =3-447 + 1, rezultd cd suma acestor cifre este de forma 3¢’ +1 (2p)

In concluzie, suma cifrelor lui N este un numér de forma 3r + 2, unde r € N, care nu este patrat
perfect. Asadar v/N este irational (1p)



