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PROBLEME PROPUSE PENTRU LICEU

Clasa a IX-a
1.Daca triunghiurile ABC si MNP au acelasi centru de greutate, si se calculeze:

—_—

AM + BN + CP
Mirica Vasile Eduard, Student, Pitesti

2. Se consideri triunghiul ABC in reperul cartezian {0,2,}} si M, N, P mijloacele laturilor
[BC] . [CA].[AB] sesicci OM =i, ON = 2i+2j, OP=—i+6

a)  Si se determine coordonatele punctelor M, N, P;
b) Si se determine coordonatele punctelor A, B, C;

¢) Si se determine coordonatele vectorilor AB , BC , AC
*okk

3.Se consideri un triunghi dreptunghic AABC (m({BAC) =90") a cirui perimetru este de

60 cm si care are catetele direct proportionale cu 3 si 4. in punctul A se ridicd perpendiculara
AM pe planul ( ABC ) astfel incat laturile triunghiului AAMD sunt numere naturale si

perimetrul siu este cel mult egal cu 30 cm , unde D este proiectia lui A pe BC.

a) 54 se calculeze distanta de la A la planul (MBC).
b) Daci punctele P si Q sunt mobile astfel incat PG[AM] si QG[BC] si se determine

lungimea minim4 a segmentului [ PQ]
Romeo Zamfir,Galati
4Fie ABCDEF un hexagon convex in care avem cd m(ABC) Em(DEF) <900,

[AB] =[EF] si [BC] = [DE] .S4 se arate cd mijloacele segmentelor [AF] ,[BE] ,[CD]

sunt coliniare.
Cristinel Mortici, Targoviste

5. Fie funciia f:R =R, f(a)=max
xeR

+ Cc0Sx + a| .Determinati valoarea

4+cosx
minimi a lui f
Gabriel Tica, Bdilesti, Dol

6.Determina§i numerele naturale 7 pentru care \/n +1+ \/n +57 + \/n +25¢N.
Felicia Ozunn, Vnlean
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Clasa a X-a
1 Si se arate ci numerele \/5 , \/g si \/g nu pot fi termenii unei progresii
geometrice.
Boncescu Marcela, Costesti
2 Fie functia f :R — R definite prinf(x) = ‘x+[x]‘
a) Sa se reprezinte grafic functia;
b) Sa se studieze bijectivitatea functiei;
¢) Sa se determine x> 0 astfel incat
1 2
f(x)+f(x+§)+f(x+§j =3x+2.
Mihaela Doinarn, Sinaia
. . ‘xz —3x+2‘ ot
3 Si se rezolve inegalitatea: 6 <36

5 % ok
4.Se dau numerele intregi @,,d,,...,4, , aflate in progresie aritmeticd. Stiind cd suma lor este
nula §i cd suma pitratelor lor este egala cu 280, si se afle termenul al 5-lea.

Emil Dumitrescu, Galati
2004 k

5.54 se calculeze z — |, unde [x] desemneaza partea intreagd a numarului real X .
k=1

Tuliana Duma, Galati
6. Aratati ca Vz,,z, € C are loc relatia

=2l +]z+ 2 =2(=] +]z).
ksksk
Clasa a XI-a
1.

a. S se determine numerele reale a, b, astfel incat:
(40> —2b+1)+b

lim ~— =
n—>0 (b —4a+1)n+a

L ( 1 2 n j
b. Calculati: lim +

-1

+ .t
oo\ 2p? =1 2n* =2 2n® —n
172422 3440 (n+1)
c. Calculati: lim 5 5 5
e .27 42.37 4+ n(n+1)

2007 n
. [an+1
d.  Calcula: hm( j , (Discutie dupa a € (0,00))

< k* +2k :
e. Fea,= ZlOgl —— 5 | > Calculati: lima,
=3 (k + l) 10

Boncescu Florin Cristian, Cinleanu lonela, Studenti Bucuresti
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2. Determinati matricele 4,8 € M ,(N) astfel incat AB =1 2
Marian Teler, Costesti

k
3. Sa searate ci primele K zecimale ale numarului 10\/5 sunt zerouti:
Stefan Savun ,Manecin
1 2 3 n
2 3 4 . n+l
4.Fie matricea 4 € Mn (N) > A=\ 3 4 5 .. n+2 |- De pe fiecare linic a
n n+l n+2 ... 2-n-1

matricei A se alege cate un element (numdr), astfel incit orice doud elemente (numere) alese
sd fie de pe coloane diferite. Si se demonstreze cd suma acestor numere nu depinde de modul
in care se face alegerea lor.

* ok ok

5.Se consideri sirul de numere reale (xn ) L, care pentru otice numere naturale M si 1
nz

verifica relatia: X, * X, (Xj + Xi) +8<6- xj + 4xi . S4 se calculeze:

lim(xn -sin’ (ﬂ-zoox'/nzom +1)).

n—>0

Romeo Zamfir, Galati
6. Dacaa, b,x,y€ (0,00 ) atunci aratati ca:

X+ -ax-by<x'axy+ b
y y
Mihai Dicn, Craiova

Clasa a XII-a
4(x+
1. Fie G =(~2,2) §ixoy=M
4+ xy
a) Sd se rezolve ecuatia: [ a jo[a _1 +lj _26,

b) Calculati a’-b’ , stiind ¢4 numerele a, b, verific relatia: (aj o [bj - §
b a 5

¢) Calculati valoarea expresiei:

2 2
(Lﬁ ~1,1022| +2 (L,ﬂ —1022 || [ Lo 2 ) 11022 |+ (Lﬁ +1,1022
27 2 7 27 2 7

4 Caleulagi: [~ L Jo[ 2L o o(Cp)etene i ]o[ Lo
2007 2006 2006 \ 2007

e) Gisiti a,b € (R— Q)N G ,astfelincit aobe Q- Z.
Marian Teler ,Costesti st Marian lonescu, Pitesti
2. Fie f : R = R o functie cu proprietitile
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2) f(sinx)eQ,(V)xeR,
b) Exista a,b e [~1,1] astfel incat f(a) = f(b).

S4 se demonstreze cd functia f nu admite primitive.

Marian Teler, Costesti
3.54 se determine grupurile (G,) cu proprietatea ci daci H este subgrup al lui G,

H# {e} (€ este elementul neutru al grupului G ), atunci (H, ) este izomotf cu (G, ) .

kockosk
4. Fie n € N, n>1. Considerim multimea A4 :{er‘ (x;n) + 1}. Si se arate ci A este

parte stabild a multimii 7 fatd de adunarea numerelor intregi dacd $i numai dacd numairul
natural 7 este o putere a unui numar prim.
kok sk

5.Fic f : R — R o functie injectiva si primitivabila, iar /' : R —> R o primitiva a sa.
@) Aratatica Va,b € R cu a # b aveF(Cl)—F(b) £ (a —b)f(b)
(i1) Demonstrati ca Va,b € R,a < b, tangentele la graficul functiei F
in A((l,F (a)),B (b, F (b)) sunt concurente intr-un punct Ccux . € (a,b).
Fkk
6.Fieg,h:R—>Rai. g€ J h(x)dx ,he j g(x)dx sig(0) =h(0) =2,g0) =h) = 1.

a)Sa se determine functiile g, h.
b)Fie f : R—>R.Sa se demonstreze echivalenta :

f admite primitive pe R daca si numai daca f - g si f -/ admit primitive pe R.

Gabriel Necnla, Ploiesti

INSPECTORATUL SCOLAR AL
JUDETULUI PRAHOVA
Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala, 26 iannarie 2008

CLASA AIX-A

1 1
+ +...+
n+l n+2 3n+1

1. Aratatica 1< <2, nEN*

k3kk

2. Sa se rezolve ecuatia: {nx}-{(nt1)x}=x, unde n € N* Prin {a} s-a notat partea
fractionara a numarului real a.

Prof. Petre Nachila , Prof. Catalin Nachila
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3. Fie Al R Az, vy A9 puncte distincte pe un cerc si Hl. , 1 =19, ortocentrele
triunghiurilor A1 A2 A3, A2A3 A4 S e A7 As Ag, A8A9 A1 respectiv AQA1 A2 . Atunci
triunghiurile A\ H H, , H,H . H¢ si H,H H, au acelasi centru de greutate .

Prof. Claudiu Militaru
4. Fie cercurile C(O | ,2), C(O, ,b), C(O 4 ,¢), tangente exterior doua cate doua si {T'| }=

CO,; &M CO, b), {T, }=CO, byMN C(O5,c) respectiv {T;}=C(O,c) N
C(O,a), a,b,c>0.

Sa se arate ca : a) dreptele O,T,, 02T3 , O3T] sunt concurente.

—_—

c
by O,T, =m0103 +m0102

0 OT, +O,T, + O,T =0 < A0,0,0, cchilateral

Prof. Nedelcu Ion
CLASA A X-A

1. Fie numarul : a= %/26 - 15\/§ + 3\/26 + 15\/3

a) demonstratica a € N

b)  pentrua = 4 rezolvati ecuatia [a + X] + 10g3 [a + x] + 3[a+x] = 31.

(prin [x] s-a notat partea intreaga a numarului real x)
Prof. Radu Nicolae

90k —1 .
2. Fie sirul cu termenul general X, = ZT, neN
k=1

a) Sa se arate ca sirul este monoton.
b) Sa se exprime X, in functie de n.

c) Sa se arata ca sirul este marginit
Prof. Dafina Anghel

3. Fieab,c = 0 cu proprietatea ca @ +b + ¢ = 1. Sa se arata ca:
1 __a b c .9

<— +— +— <. Prof. Nedelcu Ion
2 a+1 b°+1 ¢ +1 10
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4 Fieze C" ={0,1},ne N’
n+l

. .. n n+2 . P .
a) Sa se determine z stiind ca z 2z ,z sunt afixele varfurilor unui triunghi
dreptunghic.
b) Sa se reprezinte geometric imaginile punctelor obtinute.

Prof. Petre Nachila si Prof. Catalin Nachila
CLASA A XI-A

pay+a  ph pe
1. Fie matricele A, BEM; (Z), A= pa, pby+b  pcy, |
praz pby  pey+c
638 469 203
B=|1274 939 406 |-
1911 1407 610

a 00
a) Folosind proprietatile determinantilor sa se arate ca: det A=kp+ [0 b 0,
0 0 ¢

keR
b) Sa se arate ca det B # 0.

c) Sa se determine B -1
Prof. Gabriel Necula

n+l1 n

1
2. Tie (xn )n>1 definit astfel: X, =1, (n+Dx,, =x, +—, Vn>1.Sasearate ca:
- n

) x, < ,n=2.
n—
blim x, =lim nx, =0, lim n’x, =1.
n—x0 n—»o n—»o0
Prof. Nedelcu Ton
n Ck
3. Sa se determine limita sirului x , = - ~—a>0

- a + k

Prof. Petre Nachila si Prof. Catalin Nachila

4. Pentru orice Me M, (R) notam cu S(M) suma elementelor sale. Fie
A€ ]W2 (R) astfel incat
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s=s(a?)=s(A*ye R *,B=1, —4,T={B" Ine N'}.
a) Daca A nu e inversabila, determinati |T |

b) Daca A e inversabila si T finita, aratati ca |T | <4

Prof. Emil Vasile
CLASA A XII-A

X

T X —,x#0
1. Fiefg|0—|>R ,fx)=—————— sig(x)=) XCosx—sinx

2 xsin x+cos x

1 ,x=0
a) Demonstrati ca fadmite primitive si g nu admite primitive.
b) Calculati primitivele lui fz .
Prof. Coman Vasile
2. Fie (G, grup, cu elementul neutru e i m,n.k € N*, fixate
< mn .k m —-m . kn -1 _
Daci x™ =esi y" =x"yx™", x,y € G ,atunci y =e.

Prof. Ovidiu Avramescu

*
3. Tiea€ Z sifunctia f: R—> R care admite o primitiva I astfel incat:

[f(x)]=a, [F(x)]=[ax], VX € R . Sa se arate ca F este bijectiva si sa se determine f.
(prin [x] s-a notat partea intreaga a numarului real x)

Prof. Emil Vasile
4 Fie M= {A(a,b) - (Z Z}a,b eR. }

1-k
a) Sa se arate ca (M ,*) este grap <> b =

a, ke(0,l);

b) Pentru b= a, k €(0,1), sasearateca (M,-) = (Ri ,)).

Prof. Nedelcu Ion

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 27.01.2007

(RADU SIMION SI CATEDRA DE MATEMATICA A C.N. MIHAI VITEAZUL)
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CLASA A-IX-A
1.a) Aritati ca: \/g + V15 ++/10 nu este numir rational.

b) Ardtati ci (1 + \/5) (1 + \/g) (1 + \/g) nu este numdr rational.
2. Daci # este un numdr natural, demonstragi ca [\/; +n+ 1j| = |:\/ 4n + 2j| .

( [x] reprezintd partea intreagi a lui x.)
3. Pe laturile unui triunghi ABC se considera punctele
BM 1 BN 1 CP
Me (BC),N S (AB),PE (AC)astfel incit ——=—,——=—,——=X. Fie R
MC 2 NA 3 PA
astfel incit MR = MN + MP . Si se determine x;, astfel incat punctele A, R, M si fie
coliniare.
Prof. Ion Nedelcu, Ploiesti

4. Fie ABCD un patrulater convex, Ne (AD) M e (AB ) astfel Incat
AN AM 1

=—; G1 - centrul de greutate al triunghiului ABC, G2 - centrul de greutate al

AD 4B 3
triunghiului ADC si MG, " NG, = {0} . S4 se arate ci:

) OM +0G, +0G,+ON =0

b) 30G = AG , unde G este centrul de greutate al patrulaterului ABCD, adica

—_— _ _ _ —

GA+GB+GC+GD =0.

Prof. Leu Gabriela, Sinaia
CLASA A-X-A

1. 2) Rezolvati in R ecuatia: 5% -34.157" 3% =0.
4 2
b) Rezolvagiin C ccuagia:  (x” =3x+6) —29x7 (x” =3x+6) +100x* =0.
Prof. Dumitran Sanziana, Campina

2. Fie aq, b, c€ (1,00) . S4 se arate ci:

2 2 2
log, b + log, ¢ + log, a 21,(‘v’)a,b,ce(l,oo).
log, c+2log,a log,a+2log,b log,b+2log,c

Prof. Leu Gabriela, Sinaia

3. Se considera triunghiul ABC avand afixele varfurilor Z,,Zg,Z, de modul > 0 si
P . 3 L .. . o
care verificd relatia z, + 2z, + 2, =F" . Determinati raportul ariilor triunghiurilor MNP
, . Z4Zp T 2,4%¢
si ABC dacd punctele M, N, P au respectiv afixele z,, = —————,
ZpZc
_ ZpZct 252, L Zeis +2z.2,

N > “p
Z.Z, Z,Zp
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Prof. Claudiu Militaru, Ploiesti

4. Determinati numerele complexe g de modul 10, astfel incat :

[Re z]+[Re(5z)] +[Re(522)] +...+[Re(852)] =0, unde

T .. T
& =COoS—+isin—.
3 3

([x] reprezintd partea intreagi a lui x.)
Prof. Emil Vasile, Ploiesti
CLASA a XI-a

1.Fie Ae M, (R) . In A i A2 se cunosc elementele aflate pe pozitiile (1, 1), (1, 2)
astfel: 2, respectiv 3 in 4, 4 respectiv 12 in 42.
Siscarateci A" =n-2"" cA—(n—-1)-2" -1, pentru orice n>1.

Prof.Gabriel Necula, Prahova
2. Calculati determinantul :

a X X.. X

X a, X.. X . .
= ,unde @,,a,,...,a, €R si xeR \{al,az,...,an}.

3. Fie sirul de numere reale (yn )n>l ycu ¥, >0 s

1
-y = AV )n=>1.
Yot ™I W +2y, +.+ny, ( )

a) Studiati convergenta sirului.

ny,’
b) Calculagi lim BAEE
n—o0 y
n

Prof. Emil Vasile, Ploiesti
4.Fie a > 1. Fie sirul (x,) _ definit prin :

x, =0, x, :1,((1+1)x'”2 =q™ +(\/2a+1)x" ,Vn=>0.

Si se demonstreze cd sirul este convergent si sa se determine limita sirului.
Prof. Petre Nichili, Prof. Citilin Nichild, Ploiesti

CLASA a XII-a
1. Fie (G, ) un grup comutativ cu 4k +2 clementesi a € G.

a) Aritati ci G contine un unic element de ordin 2.

b) Aflati numirul de elemente ale multimii M = {x S G‘ = a} .
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2

T
2.a) Si se calculeze J. dx, x e (O,Ej ; b) Sd se calculeze

X +ctgx

(x—1)Inx-1
J. ———dx,x>1L
e +xlnx
Prof. Ion Nedelcu, Ploiesti
1

. X N
3.Fie [, =Ix cosde, neN.
0

a) S4 se determine 11 , ]2 si o relatie de recurentd.

este convergent si sa se determine 11m / ne
n—0

Prof. Petre Nichili, Prof. Citilin Nichild,Ploiesti
4.Fie A=[0,1), ceR si*: AxA—> A prin x*y={x+y+c}, Vx,ye 4.

b) Si se demonstreze ci sirul ([n )n>1

a) Studiati daca (A, *) este grup.
b) Determinati funcgiile f, g: A —> R astfel inct £, g admit primitive, iar (A, ©) este grup,

unde Xoy = {f(x) + g(y)} , VX, y € A, ({x} reprezinti partea fractionari a lui x).

Prof. Emil Vasile, Ploiesti
Solutii clasa a IX-a

1.a) Presupunem prin absurd ci \/g+\/ﬁ+\/ﬁ =a,ae Q+.
J6+15 =a—10 = 21+2490 = a*> +10-2a+/10 =

2_
(6+2a)\/mza2—11:>\/17:a 116@
6+2a

\/E & Q . Deci \/g + \/E + \/E nu este numar rational.

b) Presupunem prin absurd cd

(1+\/§)(1+\/§)(1+\/§)e(@:>1+\/§+ 3++/5+46 +4/10 +4/15 + 30€Q

b B-)

:1—\/5—\/5—\/3+ 6+\/E+\/E—\/%e@

Adunim §i obtinem 2+\/g+ 10++/15€Q in contradictie cu a). De aici rezultd

contradictie cu faptul cd

concluzia.

2. Avem

Jn+n+1<Jan+2 @ 2m+1+200n’ +n <4n+2 < 4n’ +dn <4n® +4n+1,
adevirat.
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Rezulta |:\/; + \/n + 1i| < [\/47’1 + 2i| . Presupunem prin absurd ci existi K € N astfel

incat Vi +Vn+1 <k <J4n+2 = k> <4n+2 sicumun pitrat perfect are doar
forma 4m sau 4m+1 rezults k> <4n+1. Dar

n+n+1 <k <Jan+1= 2n+1+ 20’ +n <4n+1= dn* +dn < 4n’,

contradictie,

deci [\/;+\/n+l}=[\/4n+2].

3. Vom nota toti vectorii de forma ﬁ cu T. Astfel N =EB, M =23+%C,
1
P=—-C
x+1

VRN VP R-M=N-M-P-M=R=N+P-M="B+ - 2 L1 g 2 4

x+1 3 3 12 383

1 1 1
Y+l 3 5
R, M sunt coliniare <= R si M sunt vectori proportionali <= % = % S X = g .
3 3

4.2) Vom nota toti vectorii de forma AT cu T. Astfel

M:EB,Nle,G :A+B+C:B+C, : =A+D+C=D+C:>G1 +N_M+G
3 3 3 3 3 3 2

M G1 GZN este paralelogram (mijloacele diagonalelor coincid), deci
OM +0G, +0G, +ON =0.
M+G, B+C+D

, de unde

b) O = in

2 6
GA+GB+GC+GD=0=A-G+B-G+C-G+D-G=0=
G=B+?+D deci 2G =30 = 3(G-0) =G adici 30G = AG .

Solutii clasa a X-a
. ] ' 34 35
1. a) Impérgim cu 9° sinotind | — | =1 obtinem £ ——t+1=0 cu solutiille —, —
9 15 53

1

deunde x =+—.
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x*=3x+6

2
X

b) Impértim cu x* si notand =1 obtinem t*—=29t+100=0 cu solutiile

25, 4. Se obtin 4 ecuatii
X =3x+6=5x,x"-3x+6=-5x,x" =3x+6=2x,x* —3x+6=-2x cu

e
ridicinile: 4 + \/E’ —1+ l'\/§’ 2,3, %
2. Notim

x=log, b, y=log, c,z=log,a, x,y,z>0:>x-y-z—@-lg—c-lg—a

lga 1gb lgc
(3

Aplicim inegalitatea z — _— (care rezultd prin inductie din

i=1 a,‘ a.
: : i
i=1

2
= (bx - ay) > 0) si inegalitatea mediilor:

2 2 2 2
X L,y .z Z(x+y+z) =x+y+223/_x-y-z=.

y+2z z4+2x x+2y 3(x+y+Z) 3
N _ 2t ia4A a7, (ZA —2)(22 427 +52) Hz,-2,) (_1_,_14_1}

277 227

2 % Z

Z, 2z, % 2y~ MN
:(ZA_ZB) —'24+—§+—§ Z(ZA—ZB)V:> N =7V = ——=7. Analog
S Z,—Zy AB
NP _ PM o . . . )
=7 deci triunghiurile MNP si ABC sunt asemenea si au raportul ariilor 7.
BC CA

4.Fie z=a+bi,a,beR. Relatia devine

a_bV3| | a b3 a, b3 fa V3]
[a]+ e Al +[-a]+ BN i b
0, xeZ a_ b3 a b3 _,

Folosind faptul cd [x]+[—x] :{ | 7 obtinem ci a, E—T E 5
-1, X E

de unde @, b3 €7 sicum a* +b> =100 rezulti z € {ilo,SiSiI, —5i5i\6}

(considerand cazurile a’e {0, 1, 22, e ,102} ).
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Solutii clasa a XI-a

2 3 , (4 12
1. Avem A= si A° = . Din
c d

a b

, (2 3)2 3 4+3a 6+3b

A = = , | rezult 443a=4,6+3b=12, adica
a bjla b 2a+ba 3a+b

a=0,b=2.
2 3 03

Acum A= =2[2+B,unde B= si B =02,Vk22.Dinbin0mul
0 2 0 0

lui Newton:
A' =20 +B) =2"L+m2" B=2"L, +n2" (A-2L) =n-2" - A~(n—1)-2"-1,.

2. Scidem prima linie din toate celelalte si obtinem

a, X X ... X
x—-a, a-x 0 .. 0
D= . Ddm factor comun de pe coloane
xX—aq 0 0 ... a,—x

X—a,a,—X,...,a, —X siobtinem

a, X x X
X-a, a,—-x a,—x  a,—x
D:( —al)(az—x)...(an—x) 1 -1 0 0 |.Adunim
1 0 0 e -1

toate coloanele la prima si dezvoltim determinantul superior triunghiular

D=5 5)lon ) s )

X—a, a,—x a, —

D=(x-a)(x—a,)...(x—a,) xila +ax_x+.”+ax_x}
1 2

3. a) Prin inductie dupi n > 1, Y, > 0 de unde Vot =V, = >0,
Y2y, +..+ny,

adicd (yn )n>1 este strict crescator.

1 1 2(1 1
Vi =Yk = < =—(———j,(v)k21.
V2, +otky, oy A2y ++hky, oy \k k+1
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o 2(1 1 o
Adundm inegalititile ), , — ¥, <—| ———-—— | pentru k=1,...,n—1 si obtinem
»w\k k+1

2 1y 2 . . .
YV, <— 1—— |<—, deci (yn )n>1 este marginit superior. Din teorema lui
N nj n -

Weierstrass rezultd ci (yn ) este convergent la LeR.

n>1
& () - ,vnji_vn ,v,ﬁ;”-yn o fim
b) hm M = hm 1+M — e”*“")’l‘*z)’z‘*'t»»‘*"’yu — ez pentru ca din
n—m n—o
yn yﬂ
2 2 2
T. Stolz-Cesaro [jyg— " Yn  _ L.hmm - L-limﬂ 1.2,
noo p +2y, ..+ ny, =0 (n+1)yn+1 *H°°(11+1)yn+1 L

4. Aratam prin inductie dupa 7 >2 i X, < X, <...<x , - Pentru 1 = 2, rezulti din
ipoteza (xz = 1) . La pasul de inductie

(a + l)x”*' =a" + (M)XH >a" + (myw = (a + l)x” =X,,2X,-

Aritam prin inductie dupd 7> 2 ci X, 2. Pentru 1 =2, rezulti din ipotezi (x2 = 1).
La pasul de inductie (a +1)X"+l =a" + (myﬂ <a® +(Jﬁ)2 = (a +1)2 =>x,,<2.

Din teorema lui Weierstrass rezultd ci (xn ) este convergent la L € R. Trecem la limiti in

n=0
L L, L
relatia de recurenti si obtinem (a + 1) =a" +(\/ 2a+ 1) . Impartim cu (a + 1) si

N2a+1

a+1

X
J este suma a doud functii

pentru ca functia f3(0,00)—>]R, f(x)=( a j +[
a+l

strict descrescitoare (deci strict descrescitoare, rezultd injectivi) avem unica solutie L =2

Solutii clasa a XII-a

1. a) Presupunem ci existi doud elemente diferite X, ) € G de ordin 2. Atunci multimea

@,

T= {e, X, ¥, xy} formeaza un subgrup cu 4 elemente al lui G (din tabla operatiei pe T

), in contradictie cu Teorema lui Lagrange (4 |4k + 2) .
Daci, prin absurd, nu existd elemente de ordin 2, atunci elementele multimii G\ {e} se pot

grupa cdte 2 in submultimi disjuncte, Z cu z™! ,adici G\ {e} = U {Z, Z_l} R
zeG\{e}

contradictie cu faptul ci G \ {e} are 4k +1 elemente.

Rezulti cid G contine un unic element de ordin 2.

b) Din Teorema lui Lagrange x4k+2 =e, Vx € G, deci, daci a2 #e,rezulti cardM =0.
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. . . 2k+1 .
Daci a este egal cu 4 unicul element de ordin 2 din G, notim cu N= {x S G‘ x = e} si

fNo>M, f(x)=t-xf este bine definitd (dacid xXeN,

2k+l_ 2k+l 2k . L . . .
(t : x) =" Y'=t-e=t) si biectivi (inversa ¢  este functia

g:M—)N,g(x)=t-x), iar cum NAM=G,NUM =G (oticare
2 o= (x”“ )2 =e i din a) rezultd xH e {e, t} , rezultd
card N =card M =2k +1.

Prin urmare card M =0, daci a ¢ {e, t} sicard M =2k+1,daci a e {e, t} .

xelG,x

2.2) Notim f(x) = X+ ctgx , atunci f'(x) =1- = —ctgzx si cum

: 02

sin” x
x” = (x + ctgx)(x — ctgx) — (—ctg’x) avem
2
Jx+ctgx dx:j(x—ctgx)dx jxj-t%g);d —7—1n(smx) In(x+ctgx)+C

a-fx)+b-f'(x)
()

Notim f(x)=e" +xInx atunci f'(x)=e" +Inx+1 sicum
(x—l)lnx—l = f(x)— f'(x) rezulti ca

(x—1)Inx-1
[*———d

x:x—ln(ex+xlnx)+C.
e +xInx

2. 120, 2, 2 4 =\l 274
3.2) [ = oos—ak— Sh—dk=—+— =—
”I j{ j{ﬂzjooz ﬂz(Jﬂz

n+|
—J.x” (ns—ak— oosgak I
ourl) 2 e 0 42y

=i1 X B ™k
25\n+2) 2

2 1 1
N | PR3 LAY IPAC o B2 I S I, |deci
+2\(n+2 2 )0 2n+dy 2 2n4+2\n+2 n+4

1 :
[ =—= ( S Imj,VnEN.

b) Vom folosi urmatoarea observatie: J.

dx=a-x+b-ln|f(x)|+C.

2n+2\n+2 2n+4
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1
X r(l =«
Procedim analog cu [, = Ix' . COSde si rezultd [ = _(___]2] , dar

0 4
1
1, = gsinﬂ
T 2 )0

by x" cos% >0 pe [0,1] deci 1, > 0. Pe

2_
Zg,deci [2 :4(”—38).
V4 27

X X
[0,1] x" 2x"" = x"cos === x""cos—=1 =1 ,.
2 2 n n+l

Deci ([ " ) ., este descrescitor si marginit inferior. Conform Teoremei lui Weierstrass
nz

([ " )n>] este convergent. Notam cu L limita girului, trecem la limita in relatia de recurentd de
laa)sirezultsi L =0.

4. a) In cursul rezolvirii vom folosi ci {a + k} = {a} keZ,aeR.

(A, *) este grup. X * y = {x +y+ C} =y*Xe [O, 1) ,dect * este lege de compozitie

comutativa pe .
Asociativitatea:

(x#y)rz={{x+y+c} +z+c] :{x+y+c—[x+y+c]+z+c} ={x+y+z+2 si
x#(yrz) ={x+{y+z+d +c| ={x+y+z+c{y+z+d+d ={x+y+z+2d.

Elementul neutru este {— {C}} S [0, 1) pentru ca

X*{—{C}} = {X+{—{C}} +C} = {x—{c} —[—{C}] + [C] + {C}} = X, simetricul

oricarui X € [0, 1) este {—x —2{0}} € [0, 1) pentru ca

a2 x4 q Fox-2d {24 a4 e

b) (A, ©) este grup, deci existi € € A element neutru.

Vxe A, xce=x=> {f(x)+g(e)} =x= f(x)+g(e)—xeZ sicam
f(x)+ g(e)—x are primitive, deci are proprietatea lui Darboux pe A rezulti ci
daeR,Vxe A, f(x)=x+a . Analog folosind Vx € 4, ecx =X,
dpeR,Vxe 4, g(x)=x+ [ Awnci xoy = {x+y+a +,B} si avand in vedere
rezultatul de laa) f(xX)=x+a ,iar g(x)=x+pf, a, feR.
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