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TRICENTENAR EULER

de Mărioara Costăchescu, Roman
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Pe 15 aprilie (4 aprilie, stil vechi) anul curent, se împlinesc 300 de ani de la naşterea lui Leonard Euler, unul din cei mai distinşi şi prolifici matematicieni din toate timpurile. În cele ce urmează, iubite cititor, vreau să-ţi readuc în memorie „câte ceva” din viaţa şi opera acestui distins matematician. S-a născut în oraşul Basel din Elveţia. Tatăl său Paul (poseda cunoştinţe de matematică dobândite de la Jacques Bernoulli) şi mama sa Margareta, la un an după naşterea fiului lor Leonard, s-au mutat într-un sat, unde Paul a fost numit pastor calvin. Primul profesor de matematică al lui Leonard a fost tatăl său, iar la Universitatea din Basel a fost Jean Bernoulli, care i-a şi remarcat înclinaţiile matematice şi pe care l-a primit în casa sa, unde s-a împrietenit cu fii acestuia Nicolas şi Daniel, şi ei talentaţi matematicieni. În 1723 absolvă cursurile de filosofie şi pronunţă în limba latină discursul de absolvire, cu tema: „Filosofia lui Descartes şi Newton”, obţinând titlul de magistru. Imediat trece, tot în Universitatea din Basel, să studieze „Teologia şi limba ebraică” la dorinţa tatălui său, spre a deveni pastor, dar la insistenţele prof. J. Bernoulli, tânărul Leonard este lăsat să-şi dedice studiul matematicii. După încheierea studiilor universitare în 1726, tânărul matematician Leonard Euler, în zadar s-a străduit spre a obţine un loc de muncă la Universitatea din Basel, astfel încât dă curs invitaţiei Academiei din Petersburg (proaspăt întemeiată) care i-a oferit un loc onorabil de lucru (profesor, cercetător, cartograf, etc.). Activitatea sa intensă în cadrul Academiei din Petersburg s-a desfăşurat în două perioade (1727-1741 şi 1766-1783), pentru că în perioada 1741-1766 a lucrat ca profesor şi cercetător la Academia din Berlin, răspunzând astfel invitaţiei regelui Frederic cel Mare al Prusiei, care a dorit să dea strălucire Academiei berlineze prin prezenţa şi activitatea lui Euler. Atât la Petersburg cât şi la Berlin, Euler s-a remarcat printr-o activitate ştiinţifică impresionantă, neegalată până în prezent, cuprinzând peste 1200 de memorii (din care circa 900 sunt articole şi cărţi) ce alcătuiec 75 de volume în 16000 de pagini ce conţin rezultate fundamentale din toate domeniile matematicii. Numele lui Euler îl întâlnesc elevii încă în cărţile de matematică din liceu; de exemplu: cercul lui Euler, deapta lui Euler (OH), relaţia 
[image: image180.jpg]Ore copelnt ¥
du dde [‘f:)\ 7
M'L % e
A 2 My, x

B > age oopebil di 4750"0-%*%)

8

g o esa@&t{ 4% (i-



, numărul 
[image: image2.wmf]1

lim1

n

n

e

n

®¥

æö

=+

ç÷

èø

baza logaritmilor naturali, integralele de forma 
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,etc. Primul său memoriu de matematică a fost elaborat la vârsta de 18 ani, iar când încă nu împlinise 20 de ani a fost premiat de Academia din Paris pentru lucrarea privind „amplasarea catargelor pe corăbii”, în ciuda faptului că el nu văzuse marea şi nici vase (corăbii) decât numai poate în picturi. Este bine de menţionat că în concluzia acestei lucrări, Euler consideră că nu e necesar să se verifice rezultatele sale prin experimentare, fapt ce caracterizează atitudinea sa, cu privire la puterea deductibilă a spiritului, ca fiind incontestabilă, chiar dacă rezultatele calculului contrazic simţul comun.
În 1733, Euler devine academician, iar prin plecarea prietenului său Daniel Bernoulli trece la secţia de matematică a Academiei unde începe o activitate fructuoasă şi diversă: lucrări de geodezie şi cartografie cu calcule complicate care-i cereau un efort mare şi care s-au soldat cu pierderea ochiului drept. În 1736 îi apar cele două volume de Mecanică (axată pe calcul diferenţial şi integral), în 1738 apare în limba germană „Introducere în aritmetică” precum şi 14 lucrări în Analele Academiei din Petersburg, iar în 1739 i se tipăreşte celebrul Tratat de muzică în care Euler face studiul analitic al stărilor de armonie şi consonanţă din teoria intervalelor (lucrare unică în istoria muzicii, care nici până azi nu a fost înţeleasă, ea depăşind cu sute de ani înţelegerea fenomenelor estetice din cuantificarea parametrilor timp-frecvenţă). Analele Academiei din Petersburg nu puteau face faţă avalanşei de lucrări elaboarate de Euler. În perioada berlineză, Analele Academiei din Berlin, cunoscute sub denumirea latină Miscelanea Berlinensis, de asemenea îi publică sute de articole, de multe ori producţia ştiinţifică a lui Euler depăşea ritmul apariţiei analelor. Lucrarea sa Introducţio in analysin infinitorum (2 volume) i-a adus celebritatea de matematician pe plan european (este suficient să constatăm că tot ce se predă azi în cursurile de Analiză matematică de la nivel şcolar până la nivelul învăţământului superior tehnic formează conţinutul acestei cărţi). Această lucrare a fost tradusă şi reeditată în limba rusă, franceză şi germană (perenitatea acestei cărţi pare să depăşească pe a oricăreia similare din istoria ştiinţelor până în zilele noastre). Primul volum de o claritate neobişnuită şi într-un limbaj de o rară frumuseţe conţine 17 capitole (studiul funcţiilor raţionale şi transcedente, funcţii exponenţiale şi logaritmice, descompuneri în serii infinite, etc.) iar al doilea volum, format din 15 capitole, tratează probleme de geometrie analitică a curbelor de gradele 2,3,4; suprafeţe, transformări de coordonate rectangulare (aici apar cele trei unghiuri ale lui Euler care au o utilizare frecventă în cinematica corpului solid), folosirea simbolurilor 
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 Încă de la începutul celei de a doua perioade petersburgheze, Euler pierde şi cel de al doilea ochi, dar optimismul său combinat cu capacitatea sa intelectuală (o memorie şi o putere de calcul ieşite din comun) şi grija celor din jur măresc în mod spectaculos producţia ştiinţifică a sa. Astfel în perioada 1768-1770 editează în 3 volume lucrarea „Institutiones calculi integralis” care cu „Institutiones calculi differentialis” (publicată în 1755) cuprind toate rezultatele acumulate în acest vast domeniu, precum şi contribuţiile personale ca: calculul cu diferenţe finite, fracţiile continue, integralele eliptice, funcţiile gama şi beta, metode pentru rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale liniare de ordin superior, etc.)

De asemenea, între anii 1769-1771, apare în trei volume Dioptrica, iar în 1772 celebra lucrare „Theoria motus lunae” (Teoria mişcării lunii), precum şi o serie de lucrări din hidrostatică şi hidrodinamică. Nici incendiul casei sale din 1773 nu i-a afectat sârgul de a dicta celor din jur operele sale ştiinţifice.

În anul 1733, Euler s-a căsătorit cu Ecaterina Gzel, fiica pictorului Gzel. Din această căsătorie au rezultat 13 copii, din care au supravieţuit numai trei băieţi şi 2 fete. Fiul său cel mare Iohan Albert a devenit matematician, al doilea Karl a devenit medic, ambii mai târziu au devenit membrii ai Academiei din Petersburg. Fiul cel mic Kristoff a îmbrăţişat cariera militară ajungând general în armata rusească. Urmaşi îndepărtaţi ai lui Euler trăiesc şi azi în ţările nordice şi în Rusia.

Euler avea o putere de muncă extraordinară şi o sănătate (excluzînd orbirea sa totală) de invidiat, tocmai pentru că întreaga sa viaţă s-a desfăşurat între cercetare şi familie. Se zice că Euler se juca cu nepoţii săi (şi a avut peste 30), iar seara le citea din Biblie. A fost un om de ştiinţă profund credincios, tocmai pentru că el ştia că există Dumnezeu, lucru cunoscut şi respectat de contemporanii săi. În acest sens, în unele cărţi de istoria matematicii, se relatează următorul incident petrecut în 1774 şi în care au fost implicaţi Ecaterina a II-a (împărăteasa Rusiei), Denis Diderot (cunoscutul enciclopedist francez care a fost invitat ca mare bibliotecar la Academie de către împărăteasă) şi L. Euler. La curtea imperială şi la Academie, Diderot promova şi se comporta ca un ateu, lucru deranjant atît pentru împărăteasă cât şi pentru curteni. Împărăteasa, pentru a scăpa în mod onorabil de incomodul filosof ateu, organizează (cerând să nu fie implicată făţiş, căci filosoful era invitatul ei la curtea imperială) o întâlnire publică cu matematicianul Euler, în care acesta va demonstra existenţa lui Dumnezeu. Diderot a primit provocarea şi, în ziua anunţată, Euler a intrat grav în faţa curtenilor pronunţând cu voce sonoră şi convingătoare următoarea frază:”Domnule 
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, prin urmare Dumnezeu există! Ce aveţi de spus?” Disperat, jignit de râsul celor din sală cât şi de autoritatea matematică a lui Euler, dar şi de ignoranţa sa în ale matematicii,  a părăsit ruşinat sala şi în câteva zile şi Rusia. Până în ultimele zile ale vieţii sale, Euler şi-a păstrat o gândire limpede şi un interes deosebit pentru ştiinţă. În cursul zilei de 18 septembrie (7 septembrie, stil vechi) el a discutat cu N.Fus (ginerele său şi nepot al lui Lomonosov) şi cu astronomul Leksel problema dscoperirii unei noi planete. N.I.Fus (secretarul Academiei) ne-a lăsat şi câteva rânduri scrise cu privire la ultimele ceasuri din viaţa lui Euler: „După prânzul şi discuţia cu Leksel, Euler s-a culcat, apoi după circa o oră s-a sculat şi a început să se joace cu unul din nepoţii săi şi dintr-odată, lovit de apoplexie, el exclamă cuvintele „Mor”. Acestea au fost ultimele cuvinte ale lui Euler. Moartea lui Euler a fost considerată de întreaga lume ştiinţifică ca o mare pierdere pentru ştiinţă. La 22 septembrie (11 septembrie, stil vechi) a avut loc la Academie şedinţa de doliu. De asemenea, Academia franceză a organizat o şedinţă de doliu în care filosoful şi matematicianul Condorcet a făcut panegiricul ilustrului dispărut. Un bust de marmură al lui Euler a fost instalat în sala mare a Academiei din Petersburg, iar trupul său neînsufleţit a fost înmormântat în cimitirul luteran Smolensk din insula Vasilevski. În 1957 rămăşiţele sale pământeşti au fost strămutate în marea necropolă Nevski din Petersburg, unde i s-a ridicat un monument de granit. Moştenirea sa ştiinţifică, prin originalitate şi grandoare, face din Leonard Euler un strălucit om de ştiinţă al tuturor timpurilor, mândrie a patriei sale natale (Elveţia) şi o glorie a Academiilor de ştiinţe din Petersburg, Berlin, Paris şi Londra, al căror membru a fost. Foarte multe lucrări şi dezvoltări matematice în secolele următoare îşi au rădăcinile în lucrările lui Euler după cum a declarat Laplace, Lagrange, Caucky şi Poincaré.

Iată, în încheiere, câteva rezultate matematice ale lui Euler, pe care le folosim şi azi, aproape în forma dată de el:

    1) a dezvoltat calculul diferenţial şi integral în forma unei teorii formale a funcţiilor (nu în legătură cu geometria, aşa cum a fost inventat de Newton şi Leibniz)

    2) este unul din marii creatori ai notaţiilor matematice şi a unor constante matematice: a, b, c şi A, B, C pentru laturile şi unghiurile unui triunghi; 
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= constanta lui Euler.
    3) a introdus variabila complexă şi a stabilit formulele:
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    4) funcţia indicator a unui număr natural 
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    5) formula  
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pentru funcţia omogenă de gradul k în variabilele x, y, z.
    6 dezvoltările în serie de puteri
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    7) relaţia: v+f=m+2 pentru un polieden convex, care a devenit prin generalizare în topologie, caracterstica lui Euler şi reprezintă un invariant topologic.

    8) funcţiile 
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 şi relaţia dintre ele 
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    9) a expus în 1744 prima metodă de rezolvare a problemelor de extrem, creând astfel calculul variaţional.

    10) a studiat ecuaţiile diferenţiale totale şi calculul cu diferenţe finite
    11) a elaborat teoria factorului integrant pentru rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale liniare cu coeficienţi constanţi (1750) şi multe, multe alte chestiuni.
ASUPRA ECUAŢIEI  
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de Miron Oprea

Ecuaţia reprezintă cazul y=n (unde n este număr natural 
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) al celebrei ecuaţii 
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 a lui Euler*, a cărei rezolvare este temeinic analizată în monumentala monografie matematică: „Numărul e şi matematica exonenţialei”(Ed. Univ. Bucureşti, 2004) a reputatului profesor şi matematician Andrei Vernescu de la Univ. Valahia din Târgovişte, lucrare pe care o recomandăm cu toată căldura (ba chiar cu insistenţă) tuturor cititorilor (elevi, profesori, etc.). În cele ce urmează, vom discuta ecuaţia
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, în raport cu parametrul natural n, ceea ce înseamnă să analizăm câte rădăcini are (evident reale) când parametrul parcurge mulţimea numerelor naturale 
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Cât priveşte rădăcinile negative, schiţând graficele funcţiilor 
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, se observă că dacă n este par, ecuaţia are o rădăcină negativă mai mare ca -1, iar dacă n este impar ecuaţia nu are rădăcini negative. Pentru rădăcinile pozitive (deci
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) ecuaţia dată este echivalentă cu ecuaţia  
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 (obţinută prin logaritmare), ale cărei rădăcini sunt date de intersecţia graficului funcţiei 
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 , cu axa 
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Observăm că 
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, astfel că în 
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 are un minim. Rezultă următorul tabel de variaţiei al funcţiei 
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Deci va trebui să aflăm semnul lui 
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 pentru a vedea dacă (şi unde) graficul funcţiei 
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, a cărei derivată  
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care e un punct de minim [deoarece pe (1,e) creşte, iar pe (e, 
[image: image45.wmf]¥

) descreşte] şi cum 
[image: image46.wmf]1

ln

n

n

<

 avem că 
[image: image47.wmf](

)

1,

ln

n

n

Î¥

 pentru 
[image: image48.wmf]3

n

³

. De aici rezultă că  
[image: image49.wmf](

)

0

0

fx

<

pentru toţi n naturali mai mari ca 2. În acest mod rezultă graficul funcţiei
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Deci ecuaţia dată are două rădăcini pozitive pentru orice n>1, număr natural: una cuprinsă în 
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*Anul 2007 reprezintă Anul Euler, deoarece se împlinesc 300 de ani de la naşterea ilustrului matematician L.Euler (1707-1783). Prezenta notă are ca semnificaţie piosul omagiu adus lui Euler de către modesta noastră revistă de matematică.

CONSIDERAŢII  PRIVIND  REZOLVAREA  SISTEMELOR  DE  ECUAŢII
  CU COEFICIENŢI IN Zn,n(N*

                                                                                                                          de   Felicia Georgescu Ploieşti
     Ne propunem să prezentăm câteva aspecte legate de rezolvarea sistemelor de ecuaţii cu coeficienţi în Zn .Pentru început, facem următoarele precizări:

(1)  Ecuaţia ax=b ,a,b(K,K corp comutativ,are soluţie unică în K.

(2)  Într-un corp K avem echivalenţa : x=y ( ax=ay,oricare ar fi a(K*.Prin urmare,înmulţind ambii membri ai unei ecuaţii cu un a(K*,obţinem o ecuaţie echivalentă cu cea iniţială.

(3)  Toate metodele de rezolvare a sistemelor învăţate în clasa a XI a (regula lui Cramer,Gauss)sunt valabile pentru orice sistem  de ecuaţii liniare cu coeficienţi într-un corp comutativ. 

(4) Afirmaţiile (1) şi (2) rămân valabile şi într-un inel comutativ ,dacă a este inversabil .

(5) Dacă a nu este inversabil ,ecuaţia ax=b în inelul A poate avea zero,una sau mai multe soluţii.

(6) Într-un inel comutativ A avem valabilă doar implicaţia: x=y( ax=ay,pentru a( A*,a neinversabil.De aici rezultă că, înmulţind ambii membri ai unei ecuaţii cu coeficienţi în A cu a( A*, a neinversabil,ecuaţia obţinută nu mai este echivalentă cu prima.

(6) Regula lui Cramer se poate aplica pentru sisteme liniare de n ecuaţii cu n necunoscute cu coeficienţi în inelul comutativ  A atunci când determinantul sistemului este  inversabil  în A.

  Având în vedere că (Zn ,+,*) este corp comutativ dacă şi numai dacă n este număr prim,rezultă următoarele reguli practice de rezolvare a sistemelor cu coeficienţi în Zn:
1. Dacă n este număr prim ,atunci se rezolvă sistemul cu oricare din metodele cunoscute.

2. Dacă n nu este prim ,dar determinantul sistemului este element inversabil în Zn,atunci aplicăm regula lui Cramer.

3. Dacă n nu este prim şi determinantul sistemului nu este inversabil în Zn ,atunci aplicăm metoda reducerii sau substituţiei, încercând ,pe cât posibil,să valorificăm (4).Dacă acest lucru nu se poate,atunci ,la finalul rezolvării ,verificăm soluţiile obţinute.

   Pentru exemplificare prezentăm rezolvările a două sisteme de ecuaţii cu coeficienţi în Z6 .

I  
Să se 
rezolve
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Z6
sistemul:
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.                                                                                       SoluţiaI Calculăm determinantul sistemului :( =
[image: image54.wmf]3

ˆ

4

ˆ

2

ˆ

5

ˆ

 =
[image: image55.wmf]1

ˆ

.Deci,determinantul sistemului este inversabil în Z6 şi putem aplica regula lui Cramer.Avem:(x =
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.Rezultă  x =
[image: image60.wmf]1

ˆ

şi y =
[image: image61.wmf]5

ˆ

.Prin urmare ,soluţia sistemului este  S =
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    SoluţiaII(metoda substituţiei) Observăm că, în prima ecuaţie,coeficientul lui x este inversabil,inversul lui
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Înlocuind în a doua ecuaţie,  obţinem 
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Deci , soluţia sistemului este S=
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SoluţiaIII (Metoda reducerii) Ne propunem să reducem variabila y.Pentru aceasta înmulţim ambii membri ai primei ecuaţii cu
[image: image70.wmf]3
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şi ai celei de a doua ecuaţii cu 
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.Revenim la prima ecuaţie a sistemului.Obţinem 
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 care nu sunt inversabile în Z6.Deci,(S1) nu este echivalent cu sistemul iniţial.Vom face, prin urmare, verificarea soluţiilor.Obţinem soluţia sistemului S==
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II. Să se rezolve în Z6 sistemul    
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Soluţie Calculăm determinantul sistemului: 
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nu este inversabil în Z6, deci, nu putem aplica regula lui Cramer.  Observăm că , în ecuaţia a treia,coeficientul lui x este
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(deci ,inversabil).Atunci aflăm x din ecuaţia a treia şi înlocuim în primele două.Obţinem:
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IMAGINI GEOMETRICE ALE MULTIMII NUMERELOR REALE DEDUSE

DINTR-O PROBLEMA DE LOC GEOMETRIC

Prof. Anghel Dafina

Enuntul problemei

Pe dreapta fixa d, situate in planul π se considera punctele fixe A,B si punctual mobil M. In planul π se construiesc poligoanele regulate de laturi [AM] si [BM], cu m, respectiv n laturi, unde m,n є N, m,n≥3. Cercurile circumscrise acestor poligoane se intersecteaza in M si P. Se cere locul geometric al punctului P.


Pentru rezolvare deosebim cazurile m=n si m≠n, in fiecare caz poligoanele pot fi situate de aceeasi parte a dreptei d sau de o parte si de alta a acesteia.


Organizand dreapta d ca o axa, axa numerelor reale x’x, punctele A,B avand abscisele a,b constante, iar punctual M abscisa x variabila.


Se obtin urmatoarele rezultate:

1) Daca m=n si poligoanele regulate sunt in acelasi semiplan (semiplanul superior), locul geometric al punctului P este reuniunea dintre un arc de cerc cu extremitatile in A si B, arc capabil de 
[image: image96.wmf]n
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360

si semidreptele X’A) si (BX .

 Cand M parcurge semidreapta X’A), adica xє(-∞,a), cercurile sunt tangente si P=M. 

 Cand M parcurge [AB], adica xє[a,b], P descrie arcul 
[image: image97.wmf]B

AP

, capabil de 
[image: image98.wmf]n

°

360

.

 Cand M parcurge (BX, adica xє(b,+∞), cercurile sunt tangente si P=M.

[image: image176.png]


 
Se constata ca dreapta MP, cand xє(a,b), trece printr-un punct fix 
[image: image99.wmf]0

P

, unde 
[image: image100.wmf]0
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 este mijlocul arcului ce completeaza arcul 
[image: image101.wmf]B
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 pana la un cerc, adica arcul 
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 este arc acapabil de 
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[image: image177.jpg]


2) Daca m=n si poligoanele regulate sunt in semiplane diferite, locul geometric al punctului P este reuniunea arcelor 
[image: image104.wmf]A
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, 
[image: image105.wmf]0

BP

, arce  capabile de 
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 si a segmentului [AB].
 Cand M parcurge semidreapta X’A), adica xє(-∞,a), punctul P descrie arcul 
[image: image107.wmf]A

P
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.

 Cand M parcurge [AB], adica xє[a,b], cercurile sunt tangente si P=M.

 Cand M parcurge (BX, adica xє(b,+∞), P descrie arcul 
[image: image108.wmf]0
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.


Punctele 
[image: image109.wmf]'

o

P

 si 
[image: image110.wmf]o
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 nu sunt puncte ale locului geometric, fiind pozitii limita ale punctului P si corespund lui -∞, respectiv +∞.


Se constata ca dreapta MP, cand xє(-∞,a), trece prin punctual fix 
[image: image111.wmf]'

o

P

, iar cand xє(b,+∞), trece prin punctul fix 
[image: image112.wmf]o
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.


In cazul particular m=n=4 arcul de cerc loc geometric de la 1. este semicerc, iar arcele 
[image: image113.wmf]'
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, 
[image: image114.wmf]0
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 de la 2. sunt sferturi de cerc, fiind arce capabile de 
[image: image115.wmf]°
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.

3) Daca m<n si poligoanele regulate sunt in acelasi semiplan (semiplanul superior, locul geometric al punctului P este reuniunea a trei arce de cerc, astfel: 
[image: image116.wmf]A
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, arc capabil de 
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, cu masura arcului 
[image: image118.wmf]*
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este egala cu 
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; 
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, arc  capabil de 
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si 
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, arc capabil de 
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, cu masura arcului 
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Arcele 
[image: image125.wmf]*

AP

si 
[image: image126.wmf]*
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 sunt simetrice fata de dreapta d.

 Cand M parcurge semidreapta X’A), adica xє(-∞,a), punctul P descrie arcul de cerc 
[image: image127.wmf]A

Q

*

. 

 Cand M parcurge [AB], adica xє[a,b], punctul P descrie arcul de cerc 
[image: image128.wmf]BPA

.

 Cand M parcurge (BX, adica xє(b,+∞), punctul P descrie arcul de cerc 
[image: image129.wmf]*
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.


Punctele 
[image: image130.wmf]*

P

si
[image: image131.wmf]*

Q

 nu sunt puncte ale locului geometric, fiind pozitii limite ale punctului P, cand x tinde la -∞, respectiv +∞.

[image: image178.jpg]



4) Daca m<n si poligoanele regulate sunt in semiplane diferite, locul geometric al punctului P este reuniunea a trei arce de cerc, astfel: 
[image: image132.wmf]A
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, arc capabil de 
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 egala cu 
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, arc capabil de 
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[image: image138.wmf]*
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, arc capabil de 
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 egala cu 
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Cand M parcurge semidreptele X’A), adica xє(-∞,a), punctul P descrie cercul 
[image: image142.wmf]A

T
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.

Cand M parcurge [AB], adica xє[a,b], punctul P descrie cercul 
[image: image143.wmf]APB

.
Cand M parcurge (BX, adica xє(b,+∞), punctul P descrie cercul 
[image: image144.wmf]*
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.

Arcele 
[image: image145.wmf]*

BT

 si 
[image: image146.wmf]*
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 sunt simetrice fata de dreapta d. 


Punctele 
[image: image147.wmf]*

T

 si 
[image: image148.wmf]*
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 nu sunt puncte ale locului geometric, fiind pozitii limite ale punctului P, cand se tinde la -∞, respectiv +∞.


In cazul particular m=3, n=6 cercul 
[image: image149.wmf]APB

 de la 3) este semicerc si arcele 
[image: image150.wmf]*
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 si 
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 se afla pe cercul de diametru [AB], fiind arce capabile de 
[image: image152.wmf]°
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.

[image: image179.jpg]s(A -L
wre Q,c/tﬂln'( de ’(30(41 ,Q

ave (l,a(,cl—,{f oy A% (A 3,

My x



OBSERVATIA 1

Cercul de diametru [AB], sau o parte a sa devine loc geometric numai in situatiile m=n=4, sau m=3; n=6, respectiv m=6; n=3, deoarece ecuatia 
[image: image153.wmf]2
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 are in N numai aceste solutii.

OBSERVATIA 2

In cazurile m=3; n=4 si m=4; n=6 locurile geometrice coincide, arcele corespunzatoare fiind capabile de cate 
[image: image154.wmf]°
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,
[image: image155.wmf]°

75

,
[image: image156.wmf]°
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 si 
[image: image157.wmf]°
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. Deosebirea consta in faptul ca pentru m=3; n=4, punctele limita 
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,
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 se afla pe cercul capabil de 
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, iar pentru m=4; n=6 acestea se afla pe cercul capabil de 
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. Aceste cazuri rezulta din rezolvarea in N a ecuatiei 
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OBSERVATIA 3

O parte din locul geometric poate sa coincida pentru perechi de poligoane regulate cu numar diferit de laturi.


In afara exemplelor prezentate in observatiile 1) si 2) mai exemplificam:


Ecuatia 
[image: image163.wmf]2
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, unde m,n,p,qєN-{0,1,2} are solutia 
[image: image164.wmf]),

2

2

)(

1

2

(

,

1

,

2

2

,

1

2

+

+

=

+

=

+

=

+

=

k

k

q

k

p

k

n

k

m

 kєN, k≥2.
Pentru k=2 obtinem perechile de poligoane m=5; n=6, laturi si p=3; q=30. Pentru k=3 obtinem m=7; n=8 si p=4; q=56.


OBSERVATIA 4

Arcele 
[image: image165.wmf]APB

 si 
[image: image166.wmf]0
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 de la cazurile 1), respectiv 2) se afla pe acelasi cerc.


Arcele 
[image: image167.wmf]APB

 si 
[image: image168.wmf]*
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; 
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 si 
[image: image170.wmf]APB

; 
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 si 
[image: image172.wmf]*
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 de la cazurile 3) respectiv 4) se afla pe acelasi cerc.


OBSERVATIA 5

Cazul m>n se trateaza in mod analog cazului m<n.

OBSERVATIA 6

Daca planul 
[image: image173.wmf]p

 este variabil, dreapta d ramanand fiza, locul geometric al punctului P se obtine prin rotatia locului geometric prezentat in cazurile 1), 2), 3), 4) in jurul axei d.


COROLAR

Locurile geometrice descries in cazurile 1), 2), 3), 4) reprezinta imagini geometrice ale multimii numerelor reale, parcurse in sensul indicat prin sageti.
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