AxiomA supliment mAtemAtic - nr. 40
AL VII-LEA CONGRES AL MATEMATICIENILOR ROMANI

In perioada 29.06. — 05.07. ac. S-a desfisurat la Brasov al VII-lea ,,Congres al
Matematicienilor Roméni”’; primul (1929 la Cluj) si al doilea (1932 la Turnu Sevetin) fiind initiate de
distinsul matematician ¢ istoric al matematicii, profesorul Petre Sergescu. Apoi, dupi razboi, au urmat al
I1-lea (1945) si al IV-lea (1956) la Bucuresti, ca dupd 47 de ani, in 2003 (la Pitesti) si urmeze al V-
lea si in 2007 (la Bucuresti) al VI-lea congres. Si sperdm ci periodicitatea de 4 ani (dupd modelul
congreselor mondiale ale matematicienilor) va fi mentinuti, fiind o bund mdisurd pentru ,,progresul
matematicii”.

Actualul congres s-a organizat si desfigurat sub inaltul patronaj al Presedentiei Romdniei,
avand ca organizatori: Sectia de Stiinte Matematice a Academiei Romine, Institutul de Matematicd Simion
Stoilow (Bucutesti), Universitatea Transilvania din Brasov, Facultatea de Matematici si Informaticd a
Universitatii Bucuresti, Societatea de Stiinte Matematice din Romania. De asemenea, congresul a fost
organizat in parteneriat cu Socetatea de Matematici Enropeand.

Amploarea organizirii unei astfel de manifestiri stiintifice de nivel international, a
implicat existenta unui ,,Comitet de organizare”(avand ca presedinte de onoare pe acad. Romulus
Cristestu) format din matematicieni remarcabili din cele 5 institutii organizatoate.

Lucririle Congtesului s-au desfigurat in 8 sectii (fiecare sectie avand un ,,Comztet stiintific”),
dupd cum urmeaza:

1. ALGEBRA-GEOMETRIE DIFERENTIAIA si TOPOLOGIE, cu subsectia ,,/Algebra
si Teoria numerelo” In memoria ilustrului matematician NICOLAE POPESCU (decedat Tn 2010).
De mentionat, ci pe data de 30.06, in Aula Auditorium a Universititii Brasov, s-a lansat volumul
NICOLAE POPESCU - OMUL. MATEMATICIANUL. MENTORUL.

2. ANALIZA REALA ST COMPLEXA. TEORLA POTENTIALULUI

3. ECUATII DIFERENTIALE

4, ANALIZA FUNCTIONALA. TEORLA OPERATORILOR §1 ANALIZA
NUMERICA

5. PROBABILITAT SI STATISTICA MATEMATICA

6. INFORMATICA TEORETICA SI CERCETARI OPERATIONALE

7. MECANICA S| MATEMATICI APLICATE

8. ISTORIA SI FILOZOFIA MATEMATICII

La Congres au participat peste 450 de matematicieni romani (din tari si diaspori) si
strdini. S-au prezentat peste 240 de lucriri stiintifice prin care s-au abordat probleme actuale ale
cercetdrii matematice. Inaltul nivel al lucrarilor prezentate, a aritat originalitatea si remarcabila
contributie a matematicienilor romani la dezvoltarea matematicii contemporane.

Lucririle Congresului au debutat cu un amplu si documentat ,,Raport privind aspectele
cercetdrii matematice actnale in Romania”, prezentat de acad. Solomon Marcus.

In zlele de 2 si, respectiv, 3 iulie, au fost organizate doua ,,mese rotunde” privind
problemele actuale ale ,,Educatiei matematice”. In Europa, referent Marta Sanz — Solé (presedinti a
Societitii Matematice Europene) si, respectiv, in Roménia, referent Radu Gologan (presedinte al
S.S.M.R)).

Tn concluzie, ,,Congresul al \/11-lea al matematicienilor romani”, a demonstrat inci odata inaltul
nivel al ,,Scolii matematice romanesti”’, insctis in contextul cetcetirii matematice la nivel mondial.

Miron Oprea
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MINUNEA LUI MORLEY

Miron Oprea

In 1899, prof. Frank Morley (1860-1937) de la Universitatea
Americand John Hopkins dezviluia unui cerc de prieteni urmitoarea
proprietate: :”trisectoarele unghiurilor unni triunghi se intélnesc dond cite doud in
trei puncte care sunt varfurile unui triunghi echilateral”, aga cum se vede in
figura aliturati:

Morley a publicat acest rezultat remarcabil din ,geometria
triunghiului” impreund cu modul ptin care el 1-a descoperit de-abia in
1904 in faimoasa revisti de cercetiri matematice ,,Transactions of the
American Mathematical Society”. Prin publicare si acceptare de lumea
academicd, proprietatea a devenit
,Teorema lui Morley” si a starnit A
interesul geometrilor pe intreg
secolul XX. Dupi celebra teoremd a lui Pythagora, teorema
lui Motley este proprietatea cireia i s-au dat cele mai multe
demonstratii, unele de citre matematicieni de mare prestigiu:

H. Lebesgue, J. Hadamarad, John Conway, Alain Conngs, Dan
Barbilian, N. Teodorescu etc.

Proprietatea trisectoarelor unghiurilor unui triunghi
a fost descoperitdi de Motley in cursul cdutdrii locului
geometric al centrului unei cardioide variabile tangenti la trei B
drepte oarecari (neconcurente) din plan. Motley a aritat ci Fig. 1
locul geometric este format din 9 drepte care sunt paralele
trei cite trei, avand, respectiv, ca directii, laturile unui triunghi echilateral. Punctele de intersectie a
acestor drepte corespund punctelor de contact dublu; ele sunt la fel ca punctele de intersectie a
unor perechi de trisectoare a unghiurilor interne §i externe ale triunghiului format de cele 3 drepte
date.

Iati ci aceastd proprietate sizpld In formulare, dar profundi in continut a fost pusi in
evidents intr-un mod destul de complicat, exagerdnd putin, am spune chiar miraculos. La fel este
uimitor cum in atitea secole de cercetiti cu rezultate bogate in Geometria triunghiului, aceasti
proprietate a rdmas in afard: sd fie oare de vind faptul cd trisectiunea unui unghi (cn rigla §i compasul) este
imposibild ? Celebra lucrare ,,La géométrie du triangle” a ilustrului nostru matematician Traian Lalescu
(apdrutd postum in 1937) nu face nici micar o aluzie la aceastd proprietate. Analog, ilustrul nostru
geometru, profesorul G. Tigeica, in faimoasa sa ,,Culegere de probleme de geometrie” (apirutd in mai
multe editii coordonate de reputati geometri ca: C. lonescu Bujor, Gh. D. Simionescu), nu
mentioneazi proprietatea lui Motley — nici micar sub formi de problema. S4 7 fi stiut Tigeica sau
coordonatorii de existenfa aceszei proprierafi? Tn plus, monumentala antologie ,,Geometria elementelor
remarcabile” (1957) de C. Mihiilescu, nu pomeneste nici un cuvant de teotema lui Motley. Insi
meriti mentionat faptul c, in timp ce era student (1915), Dan Barbilian o sesizeazi in cercetitile
sale de geometrie, dar tot indirect (prin intermediul hipocicloidelor lui Steiner inscrise in AABC)
(vezi [2]).

Toate cele de mai sus mi-au determinat titlul prezentei luctiti cu toate ci in matematicd NU
existd minuni in sens mistic, dar putem admite existen;a unor ,,minuni in sens ra;ional” (si Poincaré
admitea astfel de minuni in stiintd). In lucrarea ,,Ervare 5i paradox: in matematicd” (1971) profesorul
Al. Froda considera proprietatea lui Morley ca un paradox cand o semnaleazi sub titlul ,,Disimetrie
implicand simetrie” (vezi [4]). Mai semnalim faptul ci aceastd teoremi a primit zeci de demonstratii

2



AxiomA supliment mAtemAtic - nr. 40

folosind o gama foarte variatd de metode din: geometria sintetica, trigonometrie, geometrie analitica, numere
complexce, geometrie proiectivd, teoria grupurilor (Alain Connes, 1998). Mai mult, faptul cd demonstratia lui
Morley din Transactions... este extrem de sofisticati si chiar de neinteles (stil incalcit, schimbiri
curente de notatii pentru acelasi obiect in cadrul demonstratiei etc.), a starnit in plus, un viu interes
in a da demonstratii mai simple sau, uneori, in a cizela (simplifica) unele demonstratii date in
reviste matematice de prestigiu pe parcursul intregului secol XX. De remarcat ci aproape toate
demonstratiile au fost date pentru triunghiul echilateral cel mai mic - interior triunghiului ABC.

Pentru inceput vom face unele preciziti de Geometrie sintetici cu privire la unghiuri.

Fiind dat un unghi «<AOB (determinat prin varful O si laturile sale, semidreptele OA si
OB), in cele ce urmeazi vom considera doud tipuri de unghiuri: unghiuri neorientate in care
<AOB = «BOA i unghiuri orientate unde < AOB # <«BOA (deci existi o /aturd initiali si o laturd
finald a unghiului).

In aceste cazuri, unui unghi <tAOB <180° (deci poate fi considerat ca unghi al unui
triunghi ABC) ii corespund doud unghiuri exterioare si doud tipuri de trisectoare, aga cum se vede
in Fig. 2 si Fig. 3.

Fig.2 Fig.3
Unghiul BOA'este exterior unghiului AOB Unghiul BOA (parcurs in sens direct)
cu trisectoarele interioare Ox, Oy si este exterior unghiului AOB, cu trisectoarele
exterioare Ou, Ov, . a+B=60° exterioare Oz, Ot, a.i. a+p=120°

In lumina celor de mai fnainte vom avea pentru fiecare varf al unui triunghi 6 trisectoare; 2
interioare si 4 exterioare (corespunzitoare celor doud tipuri de unghiufi extetioare unghiurilor
triunghiului ABC).

In aceste conditii, existd urmitoarele triunghiuri Morley (rezultate din trisectoare de acelasi
tip):

1) Triunghiuri Morley (rezultate din intersectia
trisectoarelor interioare):

Din intersectia trisectoarelor unghiurilor interioare
ale AABC, rezulti 12 puncte, toate situate in interiorul
AABC . Aceste 12 puncte se grupeazi cite 3, formand
varfurile a 4 triunghiuri echilaterale, dupa cum urmeazi (Fig. 4)

1) punctele rezultate din intersectia celor mai
apropiate de laturile AABC(ADEF =tr. Morley)

2) punctele rezultate din intersectia celor mai

indepirtate de laturile AABC(AD'E'F '=tr. Morley)

3) punctele rezultate din intersectia celei mai
apropiate cu cea mai indepirtatd de laturile
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AABC (AD,E,F, =tr. Morley)

4) punctele rezultate din intersectia celei mai indepdrtate cu cea mai apropiati de laturile
AABC(AD,E,F, =tr. Morley).

Se observi ci triunghiurile Morley D,EF, si D,E,F, aulaturile asezate pe trisectoare.

I1) Triunghiuri Morley (rezultate din intersectia trisectoarelor unghiurilor exterioare
neorientate)
Cele 12 puncte de interesctie ale trisectoarelor se grupeazi cate 3 dupi aceleasi criterii ca
la 1) si vor forma 4 triunghiuri Morley.
1) Triunghiuri Morley (rezultate din intersectia trisectoatelor unghiurilor exterioare
orientate). Cele 12 puncte de interesctie se grupeazd cite 3 dupi aceleasi critetii ca la 1) i vor
forma 4 triunghiuri Morley.
Din combinatiile 1) cu 1) cu II), vor
A rezulta 108 puncte de intersectie care se grupeazi 6
cate 6 pe 9 drepte (3 cate 3 paralele) formand 27 de
triunghiuri Morley dintre care 12 sunt cele din I), 1)
si 1) (ca mai sus). In acest mod rezultd o veritabild
configuratie (constelatie) Morley atasata unui AABC.
C In Fig. 5 reprezentim 5 triunghiuri Motley rezultate
din 1) si 1) — evident, nu sunt toate triunghiurile
Morley posibile.
Pentru a demonstra proprietatea de
echilateritate a triunghiurilor Motley, doui sunt ciile
regale (si evidente): fie se aratd c4 laturile sunt congruente,

fie cd wunghinrile an ca mdsurd 60°. De aici rezulti
multitudinea de demonstratii trigonometrice a
proprietatii tr. Motley.

In cele ce urmeaza voi da cateva
demonstratii trigonometrice si geometrice pentru triunghiul
Morley DEF (cel mai mic situat in interiorul

Fig. 5 AABC), care reprezinti cizeliri a unor demonstratii
cunoscute, publicate Tn reviste ca: Math. Magazine, The Mathematical Gazette, Sphins etc.

1. Demonstrazia Iui A. Letac (Sphins, 1939). Vom urmiri pe Fig. 1. Pentru simplificare

consideram A =3¢; 8 = 38:C=3y, astfel ci o+fB+y=60°. Daci R=raza cercului
circumscris AABC , prin aplicarea teoremei sinusurilor in ABDC avem:
BD _ BC N BD _ 2Rsin 3« _ 2Rsin3a N :ZRsinSasiny
siny sin(B+2) siny sin(B+y) sin(60°—a) sin(60° — )
Insd sin3a = 4sina sin(60° +a)sin(60° — ) si deci BD =8Rsina sin ysin(60° + ).
Analog gisim i BD =8Rsin ysinasin(60° + y) . Putem considerain AABC ci R=1.
Din teorema cosinusului aplicati in ABDF , obtinem:
DF? =BD” + BF? - 2BD-BF cos 8 = 64sin” a sin® y[sin*(60° + o) +sin’(60° + y) —
2sin(60° + a)sin(60° + ) cos B]..(*)
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Cum: (60° + )+ (60° +y) + B +180° aceste unghiuri pot fi considerate ca unghiurile unui

triunghi, astfel ci, dupid teorema sinusurilor: Sin(60° +a);sin(60° + y);sin 8 sunt laturile
acestui triunghi.
Aplicind teorema cosinusului acestui triunghi, avem
sin® B =sin?(60° +a) +sin®(60° + y) — 2sin(60° + &) sin(60° + ) cos /3 . Deci (*) este:
DF =8Rsinasingsiny; si datoriti simetriei sale rezulti:(DF =BD = BF) < ADEF =
echilateral.

2. O demonstratie trigonometricd (penttru a arita ci EDF = DEF = EFD = 60°)

Vom demonstra mai intai urmatoarea /d.

Fie MNP (Fig.6) un triunghi oarecare si 09< X <900; 00< 'y <900 astfel cd

MNP + MPN = x+y <180° precum si MN :—MP ,
M siny  sinx
atunci MNP = X si MNP =y .
p’ Demonstratie:
Construim NP’, astfel incdt MNP’ = x; din ipotezi rezulti ci
N p MP'N = y si conform teoremei sinusurilor aplicatd in

Fig. 6 AMNP', avem MN _ MP" peci Mp = MP' < P'=P
siny sinx
si ¢ AMNP = AMNP' ceea ce inseamni ci MNP = X;'\WIE’N =y.
Am vizutin 1 ca BD =8Rsinasin ysin(60° +a) si
BF =8Rsinysinasin(60°+7). Deciavemes o0 BF .
sin(60° + o)  sin(60° + )
60° + o +60° + =120° + 60° — B =180° — B = BFD + BDF si dupi lema de mai sus avem

ca

BFD = 60° + «; BDF =60° +y . Analog avem:

AFE =60° + j3; AEF =60° + ; CDE = 60° + 8 si CED =60° +cv.

Urmeaz ci EDF =360° — (BDF +BDC +CDE) = 360° —(60° + 7 +180— S —y +60° + ) = 60°
Analog rezulta DEF = DFE =60° si ADEF = echilateral.

3. Fie AAB,C, triunghi Morley  (Fig. 5) obtinut din intersectia trisectoarelor exterioare

cele mai apropiate de laturile triunghiului ABC din cazul Il). Si demonstrim ci AABC, ste
echilateral.

Demonstragie: Tn AAB,C scriem teorema sinusurilor

cum

AB, AC o AB _ 2Rsin3p
. r-3y - - i 0 _ ) s o_
sin =% sinl - * 3a g 3y sin(60” —y) sin(60° —y)
3 3 3
o AB__8Rsinpsin(60° + B)sin(60° - B)
sin(60° —y) sin(60° + 3)
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Deci AB, =8Rsin sin(60° — 8)sin(60° —y) unde R= raza cercului circumscris

triunghiului ABC si stim ci sin3x = 4sin xsin(60° + x)sin(60° —x) . Analog gisim
AC, =8Rsin ysin(60° — y)sin(60° — ) . Aplicand teorema cosinusului in AAB,C,, avem:
B,C/ = 64R*sin® Bsin®(60° — B)sin®(60° —y) + 64R*sin® y sin*(60° — B)sin?*(60° —y) —
—128R?sin Bsin ysin®(60° — B)sin®(60° —y) cos(120° + a) =
=64R*sin?*(60° — B)sin(60° —y)[sin* B +sin® y — 2sin Bsin y cos(120° + a)]
Cum B+y +120° + o =180° [deci B,7,120+ ¢ sunt unghiurile unui triunghi ale cirui laturi
sunt sin B;siny;sin(120° + ) 1, avem
sin®(120° + o) =sin® B +sin® y —2sin Bsin ysin(120° + c) si rezulti ca
B,C, =8Rsin(60° — o) sin(60° — B)sin(60° — y) . Datoriti structurii acestei espresii, avem
ci:C, A = AB, = BC,, adici AAB,C,= triunghi echilateral.

4. O reciprocd a teoremei Morley (prelucrare dupd [9])

Presupunem rezolvati problema pusi in teorema lui Motley, astfel ci e dat ADEF
echilateral in  cadrul configuratiei Morley §i  si  reconstituim  AABC. Notim

ﬁ:x;@:y;ﬁ:z;@:t;ﬁ:u;(ﬁ:v si A=3a;§=3ﬂ;6=3y.
(Vezi Fig.7)
Vom evalua succesiv unghiurile formate in punctele D, E, F, cunoscind cd suma
unghiutilor in jurul fiecirui punct este 360°, avem:
AEC =180° —(a +7);360° =180° — (ct + 7 ) + X +60° +y = X+ y =120° + &z + y; X+ 2 =180° —t -
Procedind analog si in celelalte puncte D si F, vom fi condusi si evaluim unghiurile
X, Y, Z,t,U,V din sistemul liniar:
X+y=120"+a +y
2+t=120+a + B
U+v=120"+ B +y
® 0
X+2=180" -«
t+u=180"-p
y+v=180°—y

care este nedeterminat, pentru ci

riman invariant la transformarile liniare
X=X"+k

y=y-k
de forma: |, _,_k

t=t'+k
u=u-k

v=v'+k

ceea ce inseamni ci deplasarea varfurilor A, B, C pe arce ale cercurilor circumscrise triunghiurilor
AEF, BFD, CDE in acelagi sens de k grade, lasi invatiante unghiurile o, IB ¥ st modificd
unghiurile de la baze in conformitate cu transformdrile liniare date. Problema care se pune este daca
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Prin aceste deplasdri se péstreazd si unghinrile ARBC | fiindci, in acest caz, unui A echilateral DEF
dat, i-ar corespunde o infinitate de configuratii Motley (adicd o infinitate de triunghiuri ABC
asemenea intre ele).

Din sistemul liniar, prin scideri de ecuatii, obtinem:

(x+y)—(t+u)=-60°+a+pf+y=0< x-U=t—Yy sianalog
(U+V)—(z+Xx)=0;(z+t)—(y+Vv)=0.Deunde x—u=t—y=v-z=21cu LeR.
De asemenea (X +2) —(X+Y) =60° —(y +2a) si z—y =60°—(y + 2a)
deci z+t=z+y+24=120"+a +f3.
N0

Dinsistemul ) 2~Y =60 -(r+2a)  pinemysiv

2+y=120"+a+ B -2A
Deci solutia generald a sistemului liniar este:
[(2)x=60°+7+2;y=60"+a—2;2=60°+ S~ A;t=60" + 0t + 4;u=60"+y ~ ;v =60°+ f + 1|

Din cele de mai inainte rezultid urmitoarea

Teorema: Fiind dat un triunghi echilateral DEF, o conditie necesard de existentd a unui AABC avand ca
unghiuri 3¢;38;3y date, astfel incit trisectoarele sale din A, B, C unite cite dond si determine acest triunghi

echilateral DEF, este ca unghiurile zriunghiurilor AEF, BFD si CDE, avind ca baze laturile lui DEF i ca
varfuri varfurile AABC,, s verifice sisterul liniar (1) care admite ca solutie generali (2) cu A € R.

Considerdand A =0, vom demonstra o teoremi reciproci a teoremei lui Morley.In acest
scop, vom reface configuratia Morley pornind de la un triunghi echilateral DEF dat, pe baza
solutiei (2) a sistemului (1). Vom construi cu varfurile D, E, F si in exteriorul triunghiului DEF,

perechile de unghiuri (X, Y);(z,t);(u,V) avind cite o laturd comuni EF, FD, DE asociati
perechilor (X,z);(t,u);(v,Y). Fie A, B, C intersectiile laturilor necomune ale unghiurilor
(X,2), respectiv (t,u), respectiv (V, y) . Daci demonstram ca AABC are unghiuri in A, B, C
pe 3c,3p,3y rewlti configuragia Morley si, deci, reciproca teoremei lui Morley. Construim
unghiurile

x = AEF =60°+;/;t=B/FTD=600+a;v=CTD\E=60°+,B

z=AFE =60° + 8;u = BDF =60° + y;y =CED =60° + &

§1 vom avea deasemenea

AFB =180° — (a + 8); BDC =180° — (8 + 7);CEA=180° — (a + 7)

Ducem in F, spre extetrior, o semidreapti FG care formeazd unghiurile: /KF\G 2900 - si
BFG =90° — B, iar din A, respectiv B, perpendiculareleAG si BH pe FG.

Vom dovedica G=H .

Observdm ci In triunghiurile dreptunghice AFG si BFH avem FAG =« si FBH = p.Daca H

coincide cu G, dreapta AGHB va fi o laturi a AABC , care admite pe AF si AE, pe BF si BD ca
trisectoare.

Aplicand teorema sinusurilor in AAEF si BFD avem:

AR EF 4 BF _ BF L EFsinx= AFsina:BFsin 3= DFsinu.
sinx sina  sinf sinu

7
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Insi AFsina=FG si BFsinf=FH =H =G daci FG=EFsinx=DFsinu=FH
adicd sinx =sinu (cici EF = DF ). Regisim astfel solutia (2).

Cu aceste valori, repetand rationamentul ficut in F §i in punctele D i E, deducem ci si BC si CA
satisfac cerinta configuratiei Morley, avand ca trisectoare BF; BD; CE; CD.

In acest mod am stabilit

Reciproca teoremei lui Morley: fiind dat un ADEF edbilateral, existi  un  singur

AABC WA= 30;B = 3B ;é =3y date, astfel incirt trisectoarele lui si fie concurente doud cate doud in
varfurile D, E, F ale triunghiului dat.
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O NOUA DEMONSTRATIE A TEOREMEI LUI PYTHAGORA

Fie AABC cu A=90°si cu lungimile
laturilor misurate cu aceeasi unitate:
|BC|=a;|CA|=b;|AB|=c.

Construim un cerc cu centrul in unul din
capetele ipotenuzei (de exemplu B) si cu raza

|BC| =a. Fie MN diametrul cercului pe care este

asczati cateta AB a AABC. Se observd ci
<ANC = <ACM ca avand laturile perpendiculare.
Deci AACM ~ AANC si

b a-c
— =" sa’=b"+c*
a+c b

Prof. Gratiela Calean
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CE ESTE GEOMETRIA COMBINATORICA ?
Prof: Dumitrn Oprea (Dragodanesti - Déambovita)

Dupi cum se stie Matematica (ca stiingi) s-a niscut in Grecia antica (sec VI — 11 1.Cr.) prin
aparitia conceptului de #umdr (evident natural) §i a conceptului de figurd geometrica, constituindu-se,
respectiv, in cele doud discipline fundamentale: aritmetica si geometria. Mult mai térziu, in sec. X1V —
XVI apare algebra, ca, incepand cu sec. XVII, si apard si discipline hibride: geometria analitica
(geometrie + algebri), geometria diferentiald (geometrie+calcul diferential), geometrie integrald
(geometrie + calcul integral + calculul probabilititilor) etc.

Secolele XVIIT si XIX au reprezentat o veritabild explozie a matematicii prin noi
concepte care au dat nastere la noi discipline (cu aplicatii spectaculoase): ecuatiile diferentiale, calculnl
variational, caleulul vectorial i tensorial etc. In a doua jumitate a sec. XX, asistim la un proces de
hibridizare care a luat amploare odatd cu organizarea de olimpiade matematice la nivel national,
dar, mai ales, international, cand programele scolare de matematica diferd de la o tard la alta, astfel
ci problemele de concurs trebuie si solicite cunostinte teoretice, ce sunt comune tuturor
participantilor ca: algebrd clasicd, aritmeticd §i teoria numerelor, geometrie sinteticd §i trigonometrie.

Tn acest mod s-a pus un accent deosebit pe problemele care solicitd un ,,rationament de bun
simt” din combinatorica (aspecte de mumdrare, de colorare, de parifii etc.) avand suport geometric
(configuratii de puncte, de drepte, de figuri geometrice etc.) ceeace a determinat o veritabild
disciplind matematici de sine stitdtoate: geometria combinatorica,

Tatd citeva exemple de astfel de probleme:

1) Fie m+n puncte intr-un plan. Si se arate ¢ se poate trasa un cetc, care si contini M
puncte in interior gi N puncte in exterior

2) Pe un cerc se considerd o multime finitd de arce care nu acoperd cercul, astfel ca
oricare doud si aibi intersectia nevidd. S4 se arate cd toate arcele au un punct comun.

3) Fie A, B, C trei puncte necoliniare in spatiu. S se atate ci existd un punct D in spatiu,
astfel incat distantele DA, DB si DC si fie numere naturale.

4) In céte parti este descompus un poligon convex cu N laturi de citre toate diagonalele
sale, dacid oricare trei (din diagonale) nu se intersecteazd.

Solutie: Se vede imediat ci poligonul convex cu n+l laturi AAA,.....A A, este
descompus de diagonalele A A in poligonul cu n laturi AA,..A siin AAA A,.,. Considerand
cunoscut numirul P(n) de parti in care se descompune poligonul cu n laturi A A,...A, cu ajutorul

diagonalelor sale, sd calculdm cate parti se adauga datorita asocierii varfului A, (acest numar este

cu o unitate mai mare decat numdrul pértilor in care sunt impdrtite diagonalele ce ies din varful
A, de citre celelalte  diagonale. In  acest fel, vom = gdsi  relatia):

P(n+)=PN)+(n+)+1(n—-2)+2(n—-3)+...+(N=-3)2+(n-2)1=

_ Ly M=) o 0t ont An
=P(n)+(n-1)+ 5 P(n)+ 5 + 3 1
Sumand valorile P(n), P(n—1),...,P(4) obtinem: P(n) = (n-D(n-2)(n*-3n+12)

24

5) Si se arate cd un poliedru convex care are 6 varfuri si 12 muchii, are toate fetele
triunghiuri.
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Solutie: Folosind relatia lui Euler v+ f =m+ 2, din v=6 si m=12, rezulti f=8. Deoarece
fiecare fatd are cel putin 3 muchii si fiecare muchie se numaird de doud ori, avem ci 2m > 3f,
egalitatea realizdndu-se cind fiecare fati are exact 3 muchii (este triunghi). Tn cazul nostru,
2m=24=3f.

6) Fie un cerc () inplansi f:(y) —> R o functie continui. S se arate ci existd doud
puncte diametral opuse pe cerc in care functia ia valori egale.

Solugie.  Fie  cercul  (y) = {(x y)|x2 +y? =1} = {(x y)|x =cost; y =sint,t e ]R{} :
Continuitatea functiei f revine la continuitatea functiei g:R—>R cu g(t)=f(M({)) unde
M (t) = (cost,sint). Com functia § este petiodici cu perioada 27, vom considera functia
continui: h: R — R CU h(t) = g(t)— g(t+) Pentru care avem:

h(o) =g(0)—g(x);h(x) =g(x)—g(27) = g(7) — g(0) = —h(0) , ceeace inseamni cd
h(0)+h(7) <0. Existi, deci t, €[0,7], al h(t,)=0 sau g(t,) = g(t, +7) sau f(M)=f(M)
unde M este diametral opus Iui M, ambele pe (1) .

7) Fie ABCD patru puncte necoplanare in spatiu. Si se determine numdrul
paralelipipedelor ce se pot forma, astfel ca cele patru puncte si fie printre varfurile
paralelipipedelor (Raspuns: 29).

Pentru informatii mai ample, recomandim cititorului cateva lucriri in limba roména:

[1] loan Tomescu: ,,Introducere in combinatoricd” (Ed. tehnici, 1972)

[2] Vasile Pop: ,,Geometrie combinatoricd” (Ed. Mediamira, 2010)

[3] AM. laglom, .M. laglom: ,,Probleme neelementare tratate elementar” (Ed. tehnici, 1962)

[4] M. Pimsner, S. Popa: ,,Probieme de geometrie elementard” (Ed. didacticd si pedagogici,
1979)

[5] LI Golovina si LM. Iaglom: ,,Inductia in geometrie” (Ed. Tehnici, 1964)
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U Rotatia in probleme de loc geometrie— Prof. Anghel Dafina, C. N. ,,N. Iorga”, Vilenii de
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U Probleme de dobindd - Prof. Olimpia Popescu, Ploiesti
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— Prof. Ioan Olteanu si prof. ing. Octavian Picd, Sibiu

U Situatii practice studiate cu ajutornl ecuatiilor diferentiale

— Prof. loan Olteanu — Colegiul Tehnic ,,Independenta”,Sibiu
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produse — prof. Roxana Soare - CN Nichita Stinescu, Ploiesti

UV Cateva relatii vectoriale cu centrul de grentate— Prof. Romelia Scheau — CN ,,Al. I. Cuza”,
Ploiesti
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Coman, C. N. ,)N. Torga”, Vileniide Munte
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