Din nou, la grimads...

Heap-uri BINOMIALE

Mihai Scortaru

in cadrul acestui articol vom prezenta o noué structura de date derivaté din
heap-vurile clasice (binare). Principalul avanta al acestei structuri il reprezintéa
posibilitatea de a uni doud astfel de structuri intr-un timp foarte scurt. Existé
mai multe alte avantaje pe care le veti putea descoperi in paginile acestui

din doi arbori binomiali de ordin & - 1
(B,,) care sunt legati: riddcina unuia
dintre cei doi arbori este fiul cel mai
din stinga (sau cel mai din dreapta) a
riddcinii celuilalt arbore (vezi figura
1 pentru ilustrarea definitiei).

Un heap binomial este o colectie de
arbori binomiali. Vom incepe pre-
zentarea heap-urilor binomiale cu
descrierea arborilor binomiali; vom
prezenta apoi heap-urile binomiale,
precum si operatiile care pot fi efec-
tuate asupra acestora.

In figura 2 sunt prezentati arborii
binomiali B, B,, B,, B, si B,

Se poate spune cd un arbore bi-
nomial de ordin k este format din
ridicind si k arbori binomial ale
ciror ordine sunt 0, 1,2, ..., k - 1.

Arbori binomiali

In cadrul acestei sectiuni vom defini
arborii binomiali §i vom prezenta ilu-
stra conceptul de arbore binomial.

Definitie

Arborii binomiali sunt
definiti recursiv astfel: 5,
arborele binomial de
ordin 0 (B,) consti in-

Proprietdatile arborilor
binomiali

Vom prezenta in continuare princi-
palele proprietiti ale arborilor bino-

tr-un singur nod; ar-  9ura s Defi- ki
'gur nod; nitia arborelui C .
borele binomial de or- " pinomial Vom incepe cu o teoremd care

indici numirul nodurilor unui ar-
bore binomial.

din k (B,) este format

/

Teorema
Un arbore binomial de ordin
k contine 2* noduri.

n, si vom incerca si demonstrim ci
avem Intotdeauna 7, = 2%,

Pentru k = 0, avem arborele bi-
nomial de ordin 0 care este format
dintr-un singur nod, deci z, =1 = 2°.
Asadar, ipoteza de inductie este ade-
varata.

Presupunem acum ¢ pentru ori-
ce valoare k < [ arborele binomial de
ordin k contine 7, = 2* noduri si vom
incerca si demonstrim ci arborele
binomial de ordin / contine 7, = 2/
noduri.

Asa cum am ardtat anterior un
arbore binomial de ordin / este for-
mat din ridicind si / arbori binomial
ale ciror ordine sunt 0, 1,2, ..., [ - 1.

Ca urmare numirul nodurilor ar-

borelui binomial de ordine  este:
S( m=1+n,+n +.. +n,

]

Conform ipotezei de induc-
tie stim cd pentru orice k </
avem n, = 2¢. Ca urmare, obti-
nem:
m=1+2042"+ .. +2M,

Be B B B
B, Demonstratie
Desi intuitiv deducem destul de usor
cd teorema este adevdrati (pentru fie-
care ordin numirul nodurilor se du-
bleazi fatd de ordinul imediat infe-
rior), vom demonstra afirmatie folo-
sind metoda inductiei matematice.

Vom nota numirul nodurilor
unui arbore binomial de ordin k prin
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Figura 2: Arbori binomiali

Folosind formula matematici 4°
ta+..+a=@"-1)/(a-1),0b-
tinem:

n=1+@2-1)/2-1)
n=1+(2-1)
n=2

Asadar, am demonstrat c3 dimen-
siunile arborilor binomiali (numirul



total al nodurile) trebuie si fie puteri
ale lui 2.

Mai mult, putem afirma c3 pen-
tru orice putere a lui 2 dati, forma
arborelui care are ca numdr de no-
duri acea putere a lui 2 este unici.

fn continuare vom prezenta o
teoremd care indicd indltimea unui
arbore binomial.

Teorema
Indltimea unui arbore binomial de
ordin k este k.

Demonstratie

Din nou deducem intuitiv ¢i pentru
fiecare ordin Indltimea creste cu 1
fatd de ordinul imediat inferior.

Prezentim in continuare demon-
stratia folosind metoda inductiei ma-
tematice.

Vom nota iniltimea unui arbore
binomial de ordin k prin b, si vom
incerca sd demonstrim ci avem in-
totdeauna b, = k.

Pentru k = 0, avem arborele bi-
nomial de ordin O care este format
dintr-un singur nod, deci are inilti-
mea 0. Ca urmare, avem b, = 0, deci
ipoteza de inductie este adevirati.

Presupunem acum ¢ pentru ori-
ce valoare k </ arborele binomial de
ordin k are iniltimea b, = k si vom
incerca sd demonstrdm ci arborele
binomial de ordin / are Indltimea con-
tine b, = L.

[niltimea arborelui binomial de
ordin | este datd de indltimea celui
mai "tnalt" dintre arborii binomiali
care sunt fiii ridicinii, la care se ada-
ugd 1 (corespunzitor ridicinii).

Ca urmare iniltimea arborelui
binomial de ordine / este:

hy=1+max(hy b, .., b))

Conform ipotezei de inductie
stim ci pentru orice k < [ avem b, =
k. Ca urmare, obtinem:

hy=1+max(1,2,..,1[-1).
h=1+(l-1)
hy=1

Urmitoarea teoremi indici nu-
mdrul nodurilor aflate pe un anumit
nivel a unui arbore binomial de or-

din k.

Teoremd

Pe nivelul / al unui

arbore binomial  pivelut 0

de ordin k& se afli

C||< noduri. nivelul 1
. ivelul 2

Demonstrafie """

Aceastd afirmatie  piverul 3

nu este la fel de

usor de intuit, dar  nivelul 4

poate si ea fi de-

monstatd relativ

usor folosind me-

toda inductiei matematice.
Vom nota numdrul nodurilor

aflate pe nivelul / al unui arbore bi-

nomial de ordin k prin 7,(/) si vom

incerca sa aratam ca se va respecta

intotdeauna relatia 7,(I) = C|.

Pe nivelul 0 al oricirui arbore
binar de ordin & se afld doar ridici-
na. Asadar, vom avea Intotdeauna

n,(0)=1= ¢l

Am aritat astfel ci eci ipoteza de
inductie este adevirati.

Presupunem acum cd pentru ori-
ce valoare b </, pe nivelul / al unui
arbore binomial de ordin & se afli
n(h) = C! noduri.

Vom 1ncerca si demonstrim ci
pe nivelul / al unui arbore binomial
de ordin k se afli »,(/) = C| noduri.

Stim ¢ arborele binomial de or-
din k este format din doi arbori bino-
miali de ordin & - 1, ridicina unuia
fiind un fiu al riddcinii celuilalt.

Ca urmare numdrul nodurilor de
pe nivelul / al unui arbore binomial
de ordin k este egal cu numirul no-
durilor de pe nivelul / - 1 al unui ar-
bore binomial de ordin & - 1, la care
se adaugd numirul nodurilor de pe
nivelul / al unui arbore binomial de
ordin k - 1.

Pe baza acestor afirmatii avem:

n (D) =n, () +n, (-1).
Folosind ipoteza de inductie pu-
tem afirma ci vom avea Intotdeauna

ma)= Chysim(-1)= C.

Pe baza acestor valori obtinem:

C;-¢

B,

Figura 3: Numérul de noduri de pe un nivel
al unui arbore binomial

n()= CII<—1 + CLj

(1) = (k=D (k=1)!
T k=1-1) (=D (k—1-(1 -D)!
o ()= (k=) (k=1)!
T k=1=D (=DM (k—1—1+1)!
0 (1) = (k=D)! (k=1
Tk =1-D T (=K =)
0 ()= (k=D)H(k—1) (k=2)H
T k=1=D)k=1)  (I=DH - (k=1)!
0 ()= (k=DH(k—1) , (k=D
T k=D (k=)

_ (k=D
nk(I)—”.(k_I)! (k=1+1)

_ (k-1tk
nk(l)_l!»(k—l)!

Kl

"=
n()=Cy

De la aceste valori care sunt cu-
noscute sub numele de coeficienti bi-
nomiali provine si denumirea de ar-
bore binomial. In figura 3 este ilus-
tratd concluzia teoremei anterioare.

O alti proprietate care poate fi
observati foarte usor este faptul ci
gradul ridicinii unui arbore bino-
mial de ordin & este k si acesta este
gradul maxim al unui nod al arbore-
lui binomial.

Aceastd proprietate rezultd ime-
diat pe baza faptului i ridicina are
exact k fii care sunt riddcinile unor
arbori binomiali de ordine cuprinse
intre Osik - 1.

Folosindu-ne de aceastd proprie-
tate putem enunta urmdtorul corolar.

Corolar

Gradul maxim al unui nod care face
parte dintr-un arbore binomial cu
noduri este log, 7.
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Demonstratie
Pe baza proprietdtii amintite rezultd
ci ridicina este nodul cu cel mai ma-
re grad, iar acest grad este k, unde k
este ordinul arborelui.

Numirul total al nodurilor este,
aga cum am ardtat anterior, 2*, deci
avem 2* = . Obtinem astfel & = log, 7.

Heap-uri binomiale
Asa cum am ardtat, arborii binomial
pot contine doar un numir de ele-
mente care este putere a lui 2. Totusi,
am dori sd avem o structurd de date
similard arborilor binomiali care si
poatd contine un numir arbitrar de
elemente.

Aceastd structurd este heap-ul
binomial care va fi prezentat in cele
ce urmeazd.

Definitie

Un heap binomial este o colectie de
arbori binomiali in care fiecare arbo-
re binomial are o structurd de heap
(cheia oricirui nod este mai mare de-
cat cheia pdrintelui siu) si care conti-
ne cel mult un arbore binomial cu un
anumit grad.

Prima parte a definitiei ne aratd
cd ridicina unui arbore contine cea
mai micd valoare din arborele respec-
tiv.

Cea de-a doua parte a definitiei
aratd cd un heap binomial care con-
tine 7 elemente, va contine cel mult
[log, 7] arbori binomiali.

Mai exact, heap-ul binomial va
contine cite un arbore binomial pen-
tru fiecare bit din reprezentarea bi-
nard a valorii 7, iar gradul arborelui
respectiv va fi dat de pozitia bitului
corespunzitor In reprezentarea bina-
rd a valorii 7.

De exemplu, un heap binomial
cu 11 elemente va contine trei arbori
binomiali, ale ciror grade vor fi 3, 1,
respectiv 0. Reprezentarea binari a
lui 13 este 1101,, iar numdrul total al

eal[H] 10 1 5

Figura 4: Heap binomial

nodurilor din cei trei arbori este 2° +
22+20=8+4+1=13.

In figura 4 este prezentat un heap
binomial care contine 13 elemente
ale cdror chei sunt numere naturale.
Heap-ul binomial este reprezentat
deobicei ca o listd inldntuitd de ar-
bori binomiali, ordinea arborilor in
listd fiind dati de gradele acestora.

Operatii

Vom prezenta acum principalele
operatii care pot fi executate asupra
heap-urilor inferioare, vom preciza
ordinul de complexitate al operatiei
respective (fird a detalia modul in ca-
re se realizeazd operatia) si vom com-
para acest ordin cu cel obtinut in ca-
zul heap-urilor obtinuite.

Operatia care se utilizeazd aproa-
pe intotdeuna atunci cind folosim
heap-uri de orice tip este crearea unui
heap nou vid. Atdt pentru heap-urile
obisnuite, cit si pentru cele binomia-
le, aceastd operatie se realizeazi in
timp constant.

Determinarea celui mai mic ele-
ment al structurii este o operatia
pentru care, practic, au fost "inven-
tate" acest structuri de date. Pentru
heap-urile obisnuite operatia se reali-
zeazd In timp constant, iar pentru ce-
le binomiale in timp logaritmic.

fn orice structur de date trebuie
sd putem insera elemente. Addugarea
unui element este efectuatd in timp
logaritmic pentru ambele structuri de
date.

O alti operatie importanti este
stergerea elementului minim. Aceasta
se realizeazd tot in timp logaritmic
pentru ambele tipuri de heap-uri.

Pentru heap-urile obisnuite, ope-
ratia de reuniune a doud heap-uri se
poate realiza doar In timp liniar.
Acesta este unul dintre motivele pen-
tru care au fost studiate alte tipuri de
heap-uri. Reuniunea a doud heap-uri
binomiale se realizeazd in timp loga-
ritmic.

Este cunoscut faptul ci, in cazul
heap-urilor, ciutarea este o operatie
costisitoare. Heap-urile binomiale nu
imbunititesc cu nimic ordinul de
complexitate al acestel operatii, ea
executindu-se in timp liniar atit in

cazul heap-urilor binare, cat si in ca-
zul celor binomiale.

In cele ce urmeazi vom prezenta
modul in care se realizeazd operatiile
de determinare a minimului, inserare,
eliminare a minimului i reuniune
pentru heap-urile binomiale.

Se observi clar ci heap-urile bi-
nomiale sunt mai performante numai
dacd avem nevoie de operatia de reu-
niune a dous heap-uri. In caz con-
trar, heap-urile clasice sunt suficien-
te.

Determinarea minimului
Stim cd ridicina fiecirui arbore bi-
nomial care se afld intr-un heap bi-
nomial contine cea mai mici cheie
dintre toate cheile nodurile aflate in
arborele respectiv.

Ca urmare, pentru a determina
cel mai mic element din Intregul
heap, este suficient si determinim
cea mai mici cheie aflati in una din-
tre ridicinile arborilor.

Datoritd faptului ci heap-ul bi-
nomial contine cel mult log, 7 arbori,
ordinul de complexitate al acestei ope-
ratii este O(logn).

Prezentim 1n continuare versiunea
in pseudocod a algoritmului de deter-
minare a minimului unui beap bino-
mial:

algoritm DeterminareMinim (H)
y < nil
X « H.varf
min ¢ oo
cidt timp x # nil executd
dacd x.cheie < min atunci
min ¢« x.cheie
y ¢« X
sfarsit dacd
X ¢ xX.urmator
sfargit cat timp
returneazd y
sfarsit algoritm

Se observi cd algoritmul va re-
turna o referintd spre ridicina arbo-
relui care contine valoarea minimd.
Evident, algoritmul poate fi usor mo-
dificat pentru a returna chiar valoa-
rea minimd.

Pentru heap-ul din figura 4, algo-
ritmul va returna o referinti citre al



doilea element al listei de arbori bi-
nomiali.

Reuniuvnea

Operatia de reuniune a doui heap-
uri binomiale este asemindtoare cu
adunarea binari a doud numere. Prac-
tic, se unesc la fiecare pas arbori bi-
nomiali care au acelasi grad, obtinin-
du-se un arbore binomial al cirui
grad este imediat superior.

Unirea a doi arbori binomiali
Pentru reuniunea a doud heap-uri
binomiale avem nevoie de reuniunea
a doi arbori binomiali.

Practic, din doi arbori binomiali
de grad n, vom obtine un arbore bi-
nomial de grad » + 1.

Operatia este foarte simpld si
constd in legarea unui arbore de ri-
dicina celuilalt. Astfel, ridicina unui
arbore va deveni ultimul fiu al ridi-
cinii celuilalt arbore.

Se observd imediat ci se pastrea-
z3 toate proprietitile arborilor bino-
mial, dar trebuie s3 ne asigurdm cd se
va pdstra si proprietatea de heap. Pen-
tru aceasta este suficient si ne asigu-
rim ci cheia ridicini noului arbore
este Intotdeauna cea mai micd dintre
cheile radicinilor celor doi arbori.
De fapt, va trebui s decidem inainte
care arbore va deveni subarbore al
celuilalt.

Dupi ce a fost luatd o decizie in
acest sens (pe baza compardrii chei-
lor) poate fi folosit urmitorul subal-
goritm:

subalgoritm UnesteArbori(y, z)
y.parinte « z
y.urmator ¢ z.primul_fiu
z.primul_fiu < y
z.grad ¢« z.grad + 1
sfarsit subalgoritm

Astfel, nodul y devine primul fiu
al nodului z in timp constant, deoa-
rece fiecare dintre cele patru operatii
efectuate necesitd un timp constant
pentru a fi executatd.

Algoritmul de reuniune
Vom prezenta in cele ce urmeazd al-
goritmul care poate fi utilizat pentru

a reuni doud heap-
uri binomiale.

Vom prezenta
versiunea in pseu-
docod a unui
algoritm care
realizeazd aceastd
operatie. Existd
patru cazuri care
trebuie tratate,
fiecare fiind ilustrat
in figura 5.

Pe langi subal-
goritmul de unire a
doi arbori bino-
miali, mai este uti-
lizat un subalgoritm
care realizeazd in-
terclasarea listelor
arborilor din cele
doud heap-uri bi-
nomiale, astfel incit
arborii si fie ordo-
nati crescator in
functie de gradele
lor. Subalgoritmul
are ca parametri
referinte spre varfu-
rile listelor de ar-
bori din cele doui
heap-uri si retur-
neazi o referinti

predecesor

b4

SUCCESOr

spre varful noii liste.
Acest subalgoritm
este foarte simplu,
motiv pentru care
nu il mai prezentim
aicl.

Figura 5: Exemplu pentru reuniunea a doué heap-uri binomiale

algoritm Reuniune(H1, H2)
H.varf « Interclasare
(H1, H2)

dacd H.varf = nil atunci
returneazd H
sfargit dacd
predecesor ¢« nil
X « H.varf
succesor ¢« x.urmator
cdt timp succesor # nil
executd
dacd x.grad # succesor.
grad sau (succesor.
urmdtor # nil si
succesor.urmator.
grad = x.grad)
atunci

/] cazurile 152
anterior ¢ x
X ¢ succesor
altfel
dacd x.cheie <
succesor.cheie atunci
// cazul3
x.urmator <«
succesor.urmator
UnesteArbori (
succesor, X)
altfel
/! cazul 4
dacd predecesor =
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predecesor.urmator
< succesor
sfarsit dacd
UnesteArbori (x,
succesor)
X ¢ succesor
sfarsit dacd
sfargit dacd
succesor ¢« x.urmator
sfargit cat timp
returneazd H
sfarsit algoritm

predecesor ¥ succeser

predecesor X

binomiale care (conform definitiei)
contineau un singur arbore de un
anumit grad dat.

Mai mult, operatia de interclasare
a arborilor ne asiguri ci cei doi ar-
bori se afld pe pozitii consecutive in
lista obtinutd dupd interclasare.

Totusi, in timpul executiei putem
avea pand la trei arbori care au un
anumit grad dat. Vom vedea la mo-
mentul oportun cum poate apirea o
astfel de situatie.

La fiecare iteratie a
structurii repetitive

succesor

' Com ! Vom decide daci vom

Figura 6: Primul caz pentru reuniunea
a doud heap-uri binomiale

Descrierea algoritmului
Algoritmul de reuniune a doud heap-
uri binomiale constd in doud faze.
Prima fazi consti din apelul subal-
goritmului care interclaseazi listele
de arbori ale celor doud heap-uri in-
tr-o singuri listd Inldntuitd care este
ordonatd crescitor in functie de gra-
dele arborilor binomiali care o for-
meaza.

Pot exista cel mult doi arbori (dat
nu mai multi!) care s3 aibd un anumit
grad. In cea de-a doua fazi sunt uniti
arborii care au grade egale. Datoritd
faptului ¢ lista este ordonatd in func-
tie de gradele arborilor, aceastd ope-
ratie poate fi executatd foarte repede.

predecesor ¥ succesor

Algoritmul continud cu pistrarea
unui referinte spre primul element al
listei create. In cazul in care lista nu
are nici un element, heap-ul rezultat
este vid si algoritmul se opreste.

Daci algoritmul continud, stim
cu sigurantd cd avem cel putin un
arbore. Vom pistra pentru a simpli-
fica operatiile caze un pointer spre
elementele vecine elementului curent
(predecesorul si succesorul).

La inceput existd cel mult doi ar-
bori binomiali care au un anumit grad
dat deoarece am avut doud heap-uri

predecesor %

(e (=)
- ()
y A TRA

Figura 8: Al freilea caz pentru reuniunea
a doud heap-uri binomiale

uni arborele curent si
succesorul siu In func-
tie de gradele lor si,
eventual, in functie de gradul
arborelui care se afld la doud pozitii
dupd succesorul arborelui curent.

Pe parcursul executdrii acestui ci-
clu vom fi siguri intotdeauna ci refe-
rintele spre arborele curent si spre
succesorul acestuia nu sunt nule.

fn continuare vom identifica cele
patru cazuri care pot
apirea in timpul exe-
cutdrii ciclului.

Primul caz trateazd
situatia in care arborele
curent are gradul diferit de gradul
succesorului siu. In aceasti situatie
cei doi arbori nu sunt uniti si se trece
la urmitorul arbore din listd. Acest
caz este ilustrat in fi-
gura 6.

Cel de-al doilea
caz trateazd situatia in
care avem trei arbori
de acelasi grad aflati pe
pozitii consecutive. Si
in acest caz vom trece pur si simplu
la arborele urmitor, urmand ca la ur-
mitorul pas cei doi
arbori care urmeazd
dupd arborele curent
sd fie uniti. O repre-
zentare a acestui caz
este prezentatd In figu-
ra7.

Celelalte doud cazuri apar in si-
tuatia In care arborele curent si suc-
cesorul sdu au acelasi grad. Este demn
de observat faptul ¢ dupi cazul al
doilea va apirea cu sigurantd unul

predeceser X

SUCCESOr

predecesor ¥

bre

Figura 7: Al doilea caz pentru reuniunea
a doud heap-uri binomiale

SUCCESOr

dintre aceste cazuri. In aceste cazuri

cei doi arbori trebuie uniti, diferenta
dintre ele fiind datd de relatia de or-

dine dintre cheile din radicinile celor
doi arbori.

In cazul al treilea, cheia ridicinii
arborelui curent este mai mici sau
egald cu cheia ridicinii succesorului.
In aceasti situatie, dupi unirea arbo-
rilor, succesorul este eliminat din lis-
td. Figura 8 descrie acest al treilea caz.

In cazul al patrulea, cheia ridici-
nii arborelui curent este mai mare de-
cat cheia ridicinii succesorului. In
aceastd situatie, dupd unirea arbori-
lor, arborele curent este eliminat din
listd. Putem avea doud situatii pentru
aceastd eliminare: arborele curent poa-
te sau nu fi primul in lista arborilor.
Cazul este prezentat in figura 9.

Daci ne-am aflat in al treilea sau
al patrulea caz, am obtinut un arbore
binomial nou care este acum arborele
curent. Inainte de efectuarea acestei
operatii, lista mai putea contine pind
la doi arbori de acest grad.

predecesor ¥ succesor

Asadar, in acest moment ar putea
urma nici unul, unul sau doi arbori
cu acelasi grad ca si arborele curent.

Daci nu urmeazi nici unu alt ar-
bore de acelasi grad, atunci la pasul
urmitor ne vom afla in primul caz;
daci urmeazd un singur arbore de
acelasi grad, atunci la pasul urmitor
ne vom afla in al treilea sau al patru-
lea caz; 1n sfarsit, dacd urmeazi doi
arbori de acelasi grad, atunci la pasul
urmitor ne vom afla in al doilea caz.

predecesor X succesor

o M W
AAAA

Figura 9: Al patrulea caz pentru reuniunea
a doud heap-uri binomiale

Ordinul de complexitate al aces-
tui algoritm de reuniune a doud
heap-uri binomiale este O(log 7),
unde 7 este numdrul total de noduri
din cele doud heap-uri.



Operatia de reuniune este cea
mai importantd dintre operatiile cu
heap-uri binomiale, deoarece atat
inserarea, cit i stergerea, se bazeazi
pe ea.

Inserarea

Pentru a adiuga un element intr-un
heap binomial H este suficient si
credm un nou heap binomial H' si sd
reunim heap-urile H si H'.

Crearea heap-ului binomial nece-
sitd un timp constant, iar interclasa-
rea un timp logaritmic.

Versiunea in pseudocod a algo-
ritmului de inserare a unui element
intr-un heap binomial este urmitoa-
rea:

algoritm Inserare(H, x)
X.parinte < nil
X.primul_fiu ¢ nil
x.urmator ¢« nil
x.grad « 0
H'.varf < x
H <« Reuniune(H, H')

sfarsit algoritm

Stergerea minimului
Pentru a sterge elementul minim al
unui heap binomial, vom identifica
mai intéi arborele 1n a cdrui ridicini
este pastrat acest element.

Vom elimina din lista arborilor
heap-ului binomial arborele iden-
tificat si apoi vom construi un alt
heap binomial care va contine arborii
ai ciror raddcini au fost fiii ridicinii
care trebuie eliminatd.

Dupi interclasarea celor doud
heap-uri vom obtine un heap bino-
mial din care am eliminat elementul
minim.

Versiunea in pseudocod a algo-
ritmului descris este prezentatd in
continuare:

algoritm ElimindaMinim (H)
X ¢« DeterminaMinim(H)
elimind x din H
inverseazd ordinea arborilor

din lista fiilor Iui %

H'.varf < x.primul_fiu
H <« Reuniune(H, H')
returneazd x

sfarsit algoritm

H.vérf

Pasii acestui algo-
ritm sunt prezentati
in figura 10. Pentru
exemplificare am fo-
losit un heap bino-
mial format trei ar-
bori ale ciror grade Hart
sunt 1,2 s1 4.

La primul pas
vom identifica arbo-
rele a cirui ridicind
contine cea mai micd

cheie. Cheia minimg ™"
este 1, deci vom eli- @
mina din heap arbo-
rele de grad 4.
La al doilea pas Hovasf

vom inversa ordinea
fiilor riddcinii arbo-
relui eliminat pentru
a putea crea un beap
binomial ai cirui ar-
bori si fie in ordinea
corectd. Noua listd
reprezintd un heap
binomial care contine arbori bino-
miali de gradele 0, 1, 2 5i 3.

La cel de-al treilea pas vom rea-
liza reuniunea celor doui heap-uri si
vom obtine un heap binomial cu trei
arbori ale ciror grade sunt 0, 2 si 4.

Se poate observa in imagine ci
structura heap-ului s-a schimbat des-
tul de mult dupi ce am eliminat un
element al acestuia.

Concluzii

Am prezentat in cadrul acestui arti-
col o structurd de date care poate fi
folositoare in diferite cazuri.

Cea mai frecventd situatie in care
sunt utilizate aceste heap-uri bino-
miale apare atunci cind avem mai
multe cozi de priorititi pe despre ca-
re stim cd, la un moment dat, vor
trebui sd formeze o singurd coadd de
priorititi (evident, cu respectarea
priorititilor).

Am vizut cd un heap binomial
este o coadd de priorititi care nu este
reprezentatd sub forma unui arbore,
ci sub forma unei colectii de arbori,
iar fiecare dintre acesti arbori trebuie
sd respecte structura de heap. O co-
lectie de arbori este numiti in majo-
ritatea cazurilor padure.

Figura 10: Exemplu pentru eliminarea elementului
minim dintr-un heap binomial

Fiecare dintre arborii care for-
meazd un heap binomial are o struc-
turd speciald; acesti arbori sunt denu-
miti arbori binomiali, iar aceastd de-
numire provine de la faptul ¢i pe un
nivel al unui astfel de arbore se afli
un numir de noduri egal cu coeficien-
tul binomial corespunzitor nivelului
respectiv.

Arborii binomiali sunt arbori ge-
nerali pentru care nu se impune nici
o restrictie cu privire la gradul ma-
xim al unui nod (gradul unui nod nu
este fixat la 0 anumitd valoare sau
limitat la un interval de valori).

O caracteristicd remarcabili a
heap-urilor binomiale este reprezen-
tati de faptul cd operatia de reuniune
este similard adunirii binare. Pidurea
de arbori binomiali care formeazi un
heap binomial poate fi asemuitd cu
multimea de biti care formeazd
reprezentarea binard a unui numdr
natural.

Mai mult, reuniunea a doui
heap-uri binomiale se realizeazd intr-
o manieri foarte asemdnitoare
adundrii binare. Arborii binomiali
sunt uniti intr-o maniera similard
combindrii bitilor atunci cind sunt
adunate doui numere binare.
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