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Din nou, la grãmadã... 

Heap-uri BINOMIALE
Mihai Scorþaru

În cadrul acestui articol vom prezenta o nouã structurã de date derivatã din
heap-urile clasice (binare). Principalul avanta al acestei structuri îl reprezintã
posibilitatea de a uni douã astfel de structuri într-un timp foarte scurt. Existã
mai multe alte avantaje pe care le veþi putea descoperi în paginile acestui
articol.

Un heap binomial este o colecþie de
arbori binomiali. Vom începe pre-
zentarea heap-urilor binomiale cu
descrierea arborilor binomiali; vom
prezenta apoi heap-urile binomiale,
precum ºi operaþiile care pot fi efec-
tuate asupra acestora.

Arbori binomiali
În cadrul acestei secþiuni vom defini
arborii binomiali ºi vom prezenta ilu-
stra conceptul de arbore binomial.

Definiþie
Arborii binomiali sunt
definiþi recursiv astfel:
arborele binomial de
ordin 0 (B0) constã în-
tr-un singur nod; ar-
borele binomial de or-
din k (Bk) este format

din doi arbori binomiali de ordin k - 1
(Bk-1) care sunt legaþi: rãdãcina unuia
dintre cei doi arbori este fiul cel mai
din stânga (sau cel mai din dreapta) a
rãdãcinii celuilalt arbore (vezi figura
1 pentru ilustrarea definiþiei). 

În figura 2 sunt prezentaþi arborii
binomiali B0, B1, B2, B3 ºi B4.

Se poate spune cã un arbore bi-
nomial de ordin k este format din
rãdãcinã ºi k arbori binomial ale
cãror ordine sunt 0, 1, 2, ..., k - 1.

Proprietãþile arborilor
binomiali
Vom prezenta în continuare princi-
palele proprietãþi ale arborilor bino-
miali.

Vom începe cu o teoremã care
indicã numãrul nodurilor unui ar-
bore binomial.

Teoremã
Un arbore binomial de ordin
k conþine 2k noduri.

Demonstraþie
Deºi intuitiv deducem destul de uºor
cã teorema este adevãratã (pentru fie-
care ordin numãrul nodurilor se du-
bleazã faþã de ordinul imediat infe-
rior), vom demonstra afirmaþie folo-
sind metoda inducþiei matematice.

Vom nota numãrul nodurilor
unui arbore binomial de ordin k prin

nk ºi vom încerca sã demonstrãm cã
avem întotdeauna nk = 2k.

Pentru k = 0, avem arborele bi-
nomial de ordin 0 care este format
dintr-un singur nod, deci n0 = 1 = 20.
Aºadar, ipoteza de inducþie este ade-
vãratã.

Presupunem acum cã pentru ori-
ce valoare k < l arborele binomial de
ordin k conþine nk = 2k noduri ºi vom
încerca sã demonstrãm cã arborele
binomial de ordin l conþine nl = 2l

noduri.
Aºa cum am arãtat anterior un

arbore binomial de ordin l este for-
mat din rãdãcinã ºi l arbori binomial
ale cãror ordine sunt 0, 1, 2, ..., l - 1.

Ca urmare numãrul nodurilor ar-
borelui binomial de ordine l este:

nl = 1 + n0 + n1 + ... + nl-1.

Conform ipotezei de induc-
þie ºtim cã pentru orice k < l
avem nk = 2k. Ca urmare, obþi-

nem:
nl = 1 + 20 + 21 + ... + 2l-1.

Folosind formula matematicã a0

+ a1 + ... + an = (an+1 - 1) / (a - 1), ob-
þinem:

nl = 1 + (2l - 1) / (2 - 1)
nl = 1 + (2l - 1)

nl = 2l

Aºadar, am demonstrat cã dimen-
siunile arborilor binomiali (numãrul
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total al nodurile) trebuie sã fie puteri
ale lui 2. 

Mai mult, putem afirma cã pen-
tru orice putere a lui 2 datã, forma
arborelui care are ca numãr de no-
duri acea putere a lui 2 este unicã. 

În continuare vom prezenta o
teoremã care indicã înãlþimea unui
arbore binomial.

Teoremã
Înãlþimea unui arbore binomial de
ordin k este k.

Demonstraþie
Din nou deducem intuitiv cã pentru
fiecare ordin înãlþimea creºte cu 1
faþã de ordinul imediat inferior. 

Prezentãm în continuare demon-
straþia folosind metoda inducþiei ma-
tematice.

Vom nota înãlþimea unui arbore
binomial de ordin k prin hk ºi vom
încerca sã demonstrãm cã avem în-
totdeauna hk = k.

Pentru k = 0, avem arborele bi-
nomial de ordin 0 care este format
dintr-un singur nod, deci are înãlþi-
mea 0. Ca urmare, avem h0 = 0, deci
ipoteza de inducþie este adevãratã.

Presupunem acum cã pentru ori-
ce valoare k < l arborele binomial de
ordin k are înãlþimea hk = k ºi vom
încerca sã demonstrãm cã arborele
binomial de ordin l are înãlþimea con-
þine hl = l.

Înãlþimea arborelui binomial de
ordin l este datã de înãlþimea celui
mai "înalt" dintre arborii binomiali
care sunt fiii rãdãcinii, la care se ada-
ugã 1 (corespunzãtor rãdãcinii).

Ca urmare înãlþimea arborelui
binomial de ordine l este:

hl = 1 + max(h0, h1, ..., hl-1).

Conform ipotezei de inducþie
ºtim cã pentru orice k < l avem hk =
k. Ca urmare, obþinem:

hl = 1 + max(1, 2, ..., l - 1).
hl = 1 + (l - 1)

hl = l

Urmãtoarea teoremã indicã nu-
mãrul nodurilor aflate pe un anumit
nivel a unui arbore binomial de or-
din k.

Teoremã
Pe nivelul l al unui
arbore binomial
de ordin k se aflã

noduri.

Demonstraþie
Aceastã afirmaþie
nu este la fel de
uºor de intuit, dar
poate ºi ea fi de-
monstatã relativ
uºor folosind me-
toda inducþiei matematice.

Vom nota numãrul nodurilor
aflate pe nivelul l al unui arbore bi-
nomial de ordin k prin nk(l) ºi vom
încerca sã arãtam cã se va respecta
întotdeauna relaþia nk(l) = .

Pe nivelul 0 al oricãrui arbore
binar de ordin k se aflã doar rãdãci-
na. Aºadar, vom avea întotdeauna
nk(0) = 1 = . 

Am arãtat astfel cã eci ipoteza de
inducþie este adevãratã.

Presupunem acum cã pentru ori-
ce valoare h < l, pe nivelul h al unui
arbore binomial de ordin k se aflã
nk(h) = noduri.

Vom încerca sã demonstrãm cã
pe nivelul l al unui arbore binomial
de ordin k se aflã nk(l) = noduri.

ªtim cã arborele binomial de or-
din k este format din doi arbori bino-
miali de ordin k - 1, rãdãcina unuia
fiind un fiu al rãdãcinii celuilalt.

Ca urmare numãrul nodurilor de
pe nivelul l al unui arbore binomial
de ordin k este egal cu numãrul no-
durilor de pe nivelul l - 1 al unui ar-
bore binomial de ordin k - 1, la care
se adaugã numãrul nodurilor de pe
nivelul l al unui arbore binomial de
ordin k - 1.

Pe baza acestor afirmaþii avem:
nk(l) = nk-1(l) + nk-1(l - 1).

Folosind ipoteza de inducþie pu-
tem afirma cã vom avea întotdeauna
nk-1(l) = ºi nk-1(l - 1) = .

Pe baza acestor valori obþinem:

De la aceste valori care sunt cu-
noscute sub numele de coeficienþi bi-
nomiali provine ºi denumirea de ar-
bore binomial. În figura 3 este ilus-
tratã concluzia teoremei anterioare.

O altã proprietate care poate fi
observatã foarte uºor este faptul cã
gradul rãdãcinii unui arbore bino-
mial de ordin k este k ºi acesta este
gradul maxim al unui nod al arbore-
lui binomial. 

Aceastã proprietate rezultã ime-
diat pe baza faptului cã rãdãcina are
exact k fii care sunt rãdãcinile unor
arbori binomiali de ordine cuprinse
între 0 ºi k - 1.

Folosindu-ne de aceastã proprie-
tate putem enunþa urmãtorul corolar.

Corolar
Gradul maxim al unui nod care face
parte dintr-un arbore binomial cu n
noduri este log2 n.
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Demonstraþie
Pe baza proprietãþii amintite rezultã
cã rãdãcina este nodul cu cel mai ma-
re grad, iar acest grad este k, unde k
este ordinul arborelui. 

Numãrul total al nodurilor este,
aºa cum am arãtat anterior, 2k, deci
avem 2k = n. Obþinem astfel k = log2 n.

Heap-uri binomiale
Aºa cum am arãtat, arborii binomial
pot conþine doar un numãr de ele-
mente care este putere a lui 2. Totuºi,
am dori sã avem o structurã de date
similarã arborilor binomiali care sã
poatã conþine un numãr arbitrar de
elemente.

Aceastã structurã este heap-ul
binomial care va fi prezentat în cele
ce urmeazã.

Definiþie
Un heap binomial este o colecþie de
arbori binomiali în care fiecare arbo-
re binomial are o structurã de heap
(cheia oricãrui nod este mai mare de-
cât cheia pãrintelui sãu) ºi care conþi-
ne cel mult un arbore binomial cu un
anumit grad.

Prima parte a definiþiei ne aratã
cã rãdãcina unui arbore conþine cea
mai micã valoare din arborele respec-
tiv.

Cea de-a doua parte a definiþiei
aratã cã un heap binomial care con-
þine n elemente, va conþine cel mult
[log2 n] arbori binomiali.

Mai exact, heap-ul binomial va
conþine câte un arbore binomial pen-
tru fiecare bit din reprezentarea bi-
narã a valorii n, iar gradul arborelui
respectiv va fi dat de poziþia bitului
corespunzãtor în reprezentarea bina-
rã a valorii n.

De exemplu, un heap binomial
cu 11 elemente va conþine trei arbori
binomiali, ale cãror grade vor fi 3, 1,
respectiv 0. Reprezentarea binarã a
lui 13 este 11012, iar numãrul total al

nodurilor din cei trei arbori este 23 +
22 + 20 = 8 + 4 + 1 = 13.

În figura 4 este prezentat un heap
binomial care conþine 13 elemente
ale cãror chei sunt numere naturale.
Heap-ul binomial este reprezentat
deobicei ca o listã înlãnþuitã de ar-
bori binomiali, ordinea arborilor în
listã fiind datã de gradele acestora.

Operaþii
Vom prezenta acum principalele
operaþii care pot fi executate asupra
heap-urilor inferioare, vom preciza
ordinul de complexitate al operaþiei
respective (fãrã a detalia modul în ca-
re se realizeazã operaþia) ºi vom com-
para acest ordin cu cel obþinut în ca-
zul heap-urilor obþinuite.

Operaþia care se utilizeazã aproa-
pe întotdeuna atunci când folosim
heap-uri de orice tip este crearea unui
heap nou vid. Atât pentru heap-urile
obiºnuite, cât ºi pentru cele binomia-
le, aceastã operaþie se realizeazã în
timp constant.

Determinarea celui mai mic ele-
ment al structurii este o operaþia
pentru care, practic, au fost "inven-
tate" acest structuri de date. Pentru
heap-urile obiºnuite operaþia se reali-
zeazã în timp constant, iar pentru ce-
le binomiale în timp logaritmic.

În orice structurã de date trebuie
sã putem insera elemente. Adãugarea
unui element este efectuatã în timp
logaritmic pentru ambele structuri de
date.

O altã operaþie importantã este
ºtergerea elementului minim. Aceasta
se realizeazã tot în timp logaritmic
pentru ambele tipuri de heap-uri.

Pentru heap-urile obiºnuite, ope-
raþia de reuniune a douã heap-uri se
poate realiza doar în timp liniar.
Acesta este unul dintre motivele pen-
tru care au fost studiate alte tipuri de
heap-uri. Reuniunea a douã heap-uri
binomiale se realizeazã în timp loga-
ritmic.

Este cunoscut faptul cã, în cazul
heap-urilor, cãutarea este o operaþie
costisitoare. Heap-urile binomiale nu
îmbunãtãþesc cu nimic ordinul de
complexitate al acestei operaþii, ea
executându-se în timp liniar atât în

cazul heap-urilor binare, cât ºi în ca-
zul celor binomiale.

În cele ce urmeazã vom prezenta
modul în care se realizeazã operaþiile
de determinare a minimului, inserare,
eliminare a minimului ºi reuniune
pentru heap-urile binomiale.

Se observã clar cã heap-urile bi-
nomiale sunt mai performante numai
dacã avem nevoie de operaþia de reu-
niune a douã heap-uri. În caz con-
trar, heap-urile clasice sunt suficien-
te.

Determinarea minimului
ªtim cã rãdãcina fiecãrui arbore bi-
nomial care se aflã într-un heap bi-
nomial conþine cea mai micã cheie
dintre toate cheile nodurile aflate în
arborele respectiv. 

Ca urmare, pentru a determina
cel mai mic element din întregul
heap, este suficient sã determinãm
cea mai micã cheie aflatã în una din-
tre rãdãcinile arborilor.

Datoritã faptului cã heap-ul bi-
nomial conþine cel mult log2 n arbori,
ordinul de complexitate al acestei ope-
raþii este O(log n).

Prezentãm în continuare versiunea
în pseudocod a algoritmului de deter-
minare a minimului unui heap bino-
mial:

algoritm DeterminareMinim(H)

y ← nil

x ← H.vârf

min ← ∞
cât timp x ≠ nil execută

dacă x.cheie < min atunci

min ← x.cheie

y ← x

sfârșit dacă

x ← x.următor

sfârșit cât timp

returnează y

sfârșit algoritm

Se observã cã algoritmul va re-
turna o referinþã spre rãdãcina arbo-
relui care conþine valoarea minimã.
Evident, algoritmul poate fi uºor mo-
dificat pentru a returna chiar valoa-
rea minimã.

Pentru heap-ul din figura 4, algo-
ritmul va returna o referinþã cãtre alFFiigguurraa  44::  HHeeaapp  bbiinnoommiiaall
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doilea element al listei de arbori bi-
nomiali.

Reuniunea
Operaþia de reuniune a douã heap-
uri binomiale este asemãnãtoare cu
adunarea binarã a douã numere. Prac-
tic, se unesc la fiecare pas arbori bi-
nomiali care au acelaºi grad, obþinân-
du-se un arbore binomial al cãrui
grad este imediat superior.

Unirea a doi arbori binomiali
Pentru reuniunea a douã heap-uri
binomiale avem nevoie de reuniunea
a doi arbori binomiali.

Practic, din doi arbori binomiali
de grad n, vom obþine un arbore bi-
nomial de grad n + 1.

Operaþia este foarte simplã ºi
constã în legarea unui arbore de rã-
dãcina celuilalt. Astfel, rãdãcina unui
arbore va deveni ultimul fiu al rãdã-
cinii celuilalt arbore.

Se observã imediat cã se pãstrea-
zã toate proprietãþile arborilor bino-
mial, dar trebuie sã ne asigurãm cã se
va pãstra ºi proprietatea de heap. Pen-
tru aceasta este suficient sã ne asigu-
rãm cã cheia rãdãcini noului arbore
este întotdeauna cea mai micã dintre
cheile rãdãcinilor celor doi arbori.
De fapt, va trebui sã decidem înainte
care arbore va deveni subarbore al
celuilalt.

Dupã ce a fost luatã o decizie în
acest sens (pe baza comparãrii chei-
lor) poate fi folosit urmãtorul subal-
goritm:

subalgoritm UneșteArbori(y, z)

y.părinte ← z

y.următor ← z.primul_fiu

z.primul_fiu ← y

z.grad ← z.grad + 1

sfârșit subalgoritm

Astfel, nodul y devine primul fiu
al nodului z în timp constant, deoa-
rece fiecare dintre cele patru operaþii
efectuate necesitã un timp constant
pentru a fi executatã. 

Algoritmul de reuniune
Vom prezenta în cele ce urmeazã al-
goritmul care poate fi utilizat pentru

a reuni douã heap-
uri binomiale.

Vom prezenta
versiunea în pseu-
docod a unui
algoritm care
realizeazã aceastã
operaþie. Existã
patru cazuri care
trebuie tratate,
fiecare fiind ilustrat
în figura 5. 

Pe lângã subal-
goritmul de unire a
doi arbori bino-
miali, mai este uti-
lizat un subalgoritm
care realizeazã in-
terclasarea listelor
arborilor din cele
douã heap-uri bi-
nomiale, astfel încât
arborii sã fie ordo-
naþi crescãtor în
funcþie de gradele
lor. Subalgoritmul
are ca parametri
referinþe spre vârfu-
rile listelor de ar-
bori din cele douã
heap-uri ºi retur-
neazã o referinþã
spre vârful noii liste.
Acest subalgoritm
este foarte simplu,
motiv pentru care
nu îl mai prezentãm
aici.

algoritm Reuniune(H1, H2)

H.vârf ← Interclasare

(H1, H2)

dacă H.vârf = nil atunci

returnează H

sfârșit dacă

predecesor ← nil

x ← H.vârf

succesor ← x.următor

cât timp succesor ≠ nil 

execută

dacă x.grad ≠ succesor. 

grad sau (succesor.

următor ≠ nil și

succesor.următor.

grad = x.grad) 

atunci

// cazurile 1 ºi 2
anterior ← x 

x ← succesor

altfel 

dacă x.cheie ≤
succesor.cheie atunci

// cazul 3
x.următor ←

succesor.următor

UneșteArbori(

succesor, x)

altfel

// cazul 4
dacă predecesor = 

nil atunci

H.vârf ← succesor

altfel
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predecesor.următor 

← succesor 

sfârșit dacă

UneșteArbori(x,

succesor)

x ← succesor

sfârșit dacă

sfârșit dacă

succesor ← x.următor

sfârșit cât timp

returnează H

sfârșit algoritm

Descrierea algoritmului
Algoritmul de reuniune a douã heap-
uri binomiale constã în douã faze.
Prima fazã constã din apelul subal-
goritmului care interclaseazã listele
de arbori ale celor douã heap-uri în-
tr-o singurã listã înlãnþuitã care este
ordonatã crescãtor în funcþie de gra-
dele arborilor binomiali care o for-
meazã. 

Pot exista cel mult doi arbori (dat
nu mai mulþi!) care sã aibã un anumit
grad. În cea de-a doua fazã sunt uniþi
arborii care au grade egale. Datoritã
faptului cã lista este ordonatã în func-
þie de gradele arborilor, aceastã ope-
raþie poate fi executatã foarte repede.

Algoritmul continuã cu pãstrarea
unui referinþe spre primul element al
listei create. În cazul în care lista nu
are nici un element, heap-ul rezultat
este vid ºi algoritmul se opreºte.

Dacã algoritmul continuã, ºtim
cu siguranþã cã avem cel puþin un
arbore. Vom pãstra pentru a simpli-
fica operaþiile câze un pointer spre
elementele vecine elementului curent
(predecesorul ºi succesorul).

La început existã cel mult doi ar-
bori binomiali care au un anumit grad
dat deoarece am avut douã heap-uri

binomiale care (conform definiþiei)
conþineau un singur arbore de un
anumit grad dat.

Mai mult, operaþia de interclasare
a arborilor ne asigurã cã cei doi ar-
bori se aflã pe poziþii consecutive în
lista obþinutã dupã interclasare.

Totuºi, în timpul execuþiei putem
avea pânã la trei arbori care au un
anumit grad dat. Vom vedea la mo-
mentul oportun cum poate apãrea o
astfel de situaþie.

La fiecare iteraþie a
structurii repetitive
vom decide dacã vom
uni arborele curent ºi
succesorul sãu în func-
þie de gradele lor ºi,

eventual, în funcþie de gradul
arborelui care se aflã la douã poziþii
dupã succesorul arborelui curent.

Pe parcursul executãrii acestui ci-
clu vom fi siguri întotdeauna cã refe-
rinþele spre arborele curent ºi spre
succesorul acestuia nu sunt nule.

În continuare vom identifica cele
patru cazuri care pot
apãrea în timpul exe-
cutãrii ciclului.

Primul caz trateazã
situaþia în care arborele
curent are gradul diferit de gradul
succesorului sãu. În aceastã situaþie
cei doi arbori nu sunt uniþi ºi se trece
la urmãtorul arbore din listã. Acest

caz este ilustrat în fi-
gura 6.

Cel de-al doilea
caz trateazã situaþia în
care avem trei arbori
de acelaºi grad aflaþi pe
poziþii consecutive. ªi

în acest caz vom trece pur ºi simplu
la arborele urmãtor, urmând ca la ur-
mãtorul pas cei doi
arbori care urmeazã
dupã arborele curent
sã fie uniþi. O repre-
zentare a acestui caz
este prezentatã în figu-
ra 7.

Celelalte douã cazuri apar în si-
tuaþia în care arborele curent ºi suc-
cesorul sãu au acelaºi grad. Este demn
de observat faptul cã dupã cazul al
doilea va apãrea cu siguranþã unul

dintre aceste cazuri. În aceste cazuri
cei doi arbori trebuie uniþi, diferenþa
dintre ele fiind datã de relaþia de or-
dine dintre cheile din rãdãcinile celor
doi arbori.

În cazul al treilea, cheia rãdãcinii
arborelui curent este mai micã sau
egalã cu cheia rãdãcinii succesorului.
În aceastã situaþie, dupã unirea arbo-
rilor, succesorul este eliminat din lis-
tã. Figura 8 descrie acest al treilea caz.

În cazul al patrulea, cheia rãdãci-
nii arborelui curent este mai mare de-
cât cheia rãdãcinii succesorului. În
aceastã situaþie, dupã unirea arbori-
lor, arborele curent este eliminat din
listã. Putem avea douã situaþii pentru
aceastã eliminare: arborele curent poa-
te sau nu fi primul în lista arborilor.
Cazul este prezentat în figura 9.

Dacã ne-am aflat în al treilea sau
al patrulea caz, am obþinut un arbore
binomial nou care este acum arborele
curent. Înainte de efectuarea acestei
operaþii, lista mai putea conþine pânã
la doi arbori de acest grad. 

Aºadar, în acest moment ar putea
urma nici unul, unul sau doi arbori
cu acelaºi grad ca ºi arborele curent.

Dacã nu urmeazã nici unu alt ar-
bore de acelaºi grad, atunci la pasul
urmãtor ne vom afla în primul caz;
dacã urmeazã un singur arbore de
acelaºi grad, atunci la pasul urmãtor
ne vom afla în al treilea sau al patru-
lea caz; în sfârºit, dacã urmeazã doi
arbori de acelaºi grad, atunci la pasul
urmãtor ne vom afla în al doilea caz.

Ordinul de complexitate al aces-
tui algoritm de reuniune a douã
heap-uri binomiale este O(log n),
unde n este numãrul total de noduri
din cele douã heap-uri.
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Operaþia de reuniune este cea
mai importantã dintre operaþiile cu
heap-uri binomiale, deoarece atât
inserarea, cât ºi ºtergerea, se bazeazã
pe ea.

Inserarea
Pentru a adãuga un element într-un
heap binomial H este suficient sã
creãm un nou heap binomial H' ºi sã
reunim heap-urile H ºi H'.

Crearea heap-ului binomial nece-
sitã un timp constant, iar interclasa-
rea un timp logaritmic.

Versiunea în pseudocod a algo-
ritmului de inserare a unui element
într-un heap binomial este urmãtoa-
rea:

algoritm Inserare(H, x)

x.părinte ← nil

x.primul_fiu ← nil

x.următor ← nil

x.grad ← 0

H'.vârf ← x

H ← Reuniune(H, H')

sfârșit algoritm

ªtergerea minimului 
Pentru a ºterge elementul minim al
unui heap binomial, vom identifica
mai întâi arborele în a cãrui rãdãcinã
este pãstrat acest element.

Vom elimina din lista arborilor
heap-ului binomial arborele iden-
tificat ºi apoi vom construi un alt
heap binomial care va conþine arborii
ai cãror rãdãcini au fost fiii rãdãcinii
care trebuie eliminatã.

Dupã interclasarea celor douã
heap-uri vom obþine un heap bino-
mial din care am eliminat elementul
minim.

Versiunea în pseudocod a algo-
ritmului descris este prezentatã în
continuare:

algoritm EliminăMinim(H)

x ← DeterminăMinim(H)

eliminã x din H

inverseazã ordinea arborilor
din lista fiilor lui x

H'.vârf ← x.primul_fiu

H ← Reuniune(H, H')

returnează x

sfârșit algoritm

Paºii acestui algo-
ritm sunt prezentaþi
în figura 10. Pentru
exemplificare am fo-
losit un heap bino-
mial format trei ar-
bori ale cãror grade
sunt 1, 2 ºi 4.

La primul pas
vom identifica arbo-
rele a cãrui rãdãcinã
conþine cea mai micã
cheie. Cheia minimã
este 1, deci vom eli-
mina din heap arbo-
rele de grad 4.

La al doilea pas
vom inversa ordinea
fiilor rãdãcinii arbo-
relui eliminat pentru
a putea crea un heap
binomial ai cãrui ar-
bori sã fie în ordinea
corectã. Noua listã
reprezintã un heap
binomial care conþine arbori bino-
miali de gradele 0, 1, 2 ºi 3.

La cel de-al treilea pas vom rea-
liza reuniunea celor douã heap-uri ºi
vom obþine un heap binomial cu trei
arbori ale cãror grade sunt 0, 2 ºi 4.

Se poate observa în imagine cã
structura heap-ului s-a schimbat des-
tul de mult dupã ce am eliminat un
element al acestuia.

Concluzii
Am prezentat în cadrul acestui arti-
col o structurã de date care poate fi
folositoare în diferite cazuri.

Cea mai frecventã situaþie în care
sunt utilizate aceste heap-uri bino-
miale apare atunci când avem mai
multe cozi de prioritãþi pe despre ca-
re ºtim cã, la un moment dat, vor
trebui sã formeze o singurã coadã de
prioritãþi  (evident, cu respectarea
prioritãþilor).

Am vãzut cã un heap binomial
este o coadã de prioritãþi care nu este
reprezentatã sub forma unui arbore,
ci sub forma unei colecþii de arbori,
iar fiecare dintre aceºti arbori trebuie
sã respecte structura de heap. O co-
lecþie de arbori este numitã în majo-
ritatea cazurilor pãdure. 

Fiecare dintre arborii care for-
meazã un heap binomial are o struc-
turã specialã; aceºti arbori sunt denu-
miþi arbori binomiali, iar aceastã de-
numire provine de la faptul cã pe un
nivel al unui astfel de arbore se aflã
un numãr de noduri egal cu coeficien-
tul binomial corespunzãtor nivelului
respectiv.

Arborii binomiali sunt arbori ge-
nerali pentru care nu se impune nici
o restricþie cu privire la gradul ma-
xim al unui nod (gradul unui nod nu
este fixat la o anumitã valoare sau
limitat la un interval de valori). 

O caracteristicã remarcabilã a
heap-urilor binomiale este reprezen-
tatã de faptul cã operaþia de reuniune
este similarã adunãrii binare. Pãdurea
de arbori binomiali care formeazã un
heap binomial poate fi asemuitã cu
mulþimea de biþi care formeazã
reprezentarea binarã a unui numãr
natural.

Mai mult, reuniunea a douã
heap-uri binomiale se realizeazã într-
o manierã foarte asemãnãtoare
adunãrii binare. Arborii binomiali
sunt uniþi într-o manierã similarã
combinãrii biþilor atunci când sunt
adunate douã numere binare.

FFiigguurraa  1100::  EExxeemmpplluu  ppeennttrruu  eelliimmiinnaarreeaa  eelleemmeennttuulluuii
mmiinniimm  ddiinnttrr--uunn  hheeaapp  bbiinnoommiiaall


