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Solutii

Finala BURSELE AGORA
2003/2004

Cosmin-Silvestru Negruseri

Va prezentam in continuare solutiile celor patru probleme propuse spre
rezolvare la etapa finaléd a celei de-a V-a editii a concursului de programare
organizat de revista noastra.

P040619: Cifre

Aceastd problemd este o variatie a

partii de decompresie a unui algoritm

clasic de compresie apirut in 1994.
e Algoritmul amintit se
¢\numeste BWT (Borrows-

Wheeler Transform) si me-
—— = toda de compresie este cea

David SN

Wheeler exphcata in textul proble-

De fapt, acest algoritm, nu este
unul de compresie ci unul de trans-
formare a informatiei. Informatia
transformatd poate duce la obtinerea
unei rate de compresie mai mare de-
cdt cea netransformatd datoritd fap-
tului ¢d In urma transformirii apar
siruri de caractere consecutive identi-
ce mai lungi si mai multe. Publicatia
originali poate fi studiatd accesind
adresa:

http://gatekeeper.research.
compagq.com/pub/DEC/SRC/
research-reports/
abstracis/sre-rr-124.himl

Problema propusi a fost folositd
si la finala concursului Bursele Agora
din 2002 precum si la Olimpiada In-
ternationald de Informaticd din 2001
(ca problemd de rezerva).

Problema curentd prezinti o mi-
cd modificare fatd de cea initiald, si-
rurile fiind sortate in ordine descres-

cdtoare. Algoritmul original are siru-
rile ordonate ascendent.

Putem trece usor peste aceastd
modificare, transformand la incepu-
tul algoritmului, fiecare cifrd in: 10 -
cifra originala, aplicind algorit-
mul original, iar la sfarsit aplicind
din nou aceeasi transformare, pentru
a obtine sirul corect.

S3 vedem cum s-au transformat
sirurile din exemplu:

o se determini frecventa de aparitie a
cifrelor, ceea ce permite obtinerea
primei coloane a matricei (prima
coloani contine intotdeauna cifrele
ordonate).

* se construieste un sir de corespon-
dente A intre cifrele de pe prima
coloani si cele de pe ultima, tindnd
cont de faptul ¢ celei de-a i-a apa-
ritii a cifrei ¢ de pe prima coloand 1i
corespunde cea de-a i-a aparitie a
cifrei ¢ de pe ultima.

(L} e pentru determinarea

numirului cerut se scriu

-

cifrele corespunzitoare

pozitiilor A[1], A[A[1]],

A[A[A[1]]] etc.; pentru

aceasta se foloseste un
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Primul pas al algoritmului nostru
de decompresie sorteazi cifrele ulti-
mei coloane, pentru a obtine cifrele
primei coloane (aici: 3, 5, 6, 8).

Pentru a realiza aceasta putem
folosi un algoritm de sortare prin
numarare.

Algoritmul de rezolvare a acestei
probleme constd in urmitorii pasi,
excluzind transformarile de la ince-
put si sfarsit:

care pas va primi valoa-

rea A[7].

Acest algoritm a fost demonstrat
matematic de ctre cei doi cercetdtori
si algoritmul a primit numele aman-
durora.

Analiza complexitatii
Datele de intrare constau in citirea
sirului cifrelor de pe ultima coloand;
deoarece avem N litere, ordinul de
complexitate al operatiei este O(N).
Determinarea frecventelor de
aparitie se realizeazd in timp liniar
prin simpla parcurgere a sirului.



Construirea sirului de corespon-
dente se realizeazi tot in timp liniar
deoarece la fiecare pas este realizatd
cite o corespondentd.

Pentru afisarea datelor de iesire
(a cuvantului cdutat) se realizeazi o
simpld parcurgere a sirului de cores-
pondente, deci aceastd operatie are
ordinul de complexitate O(N).

Transformarea cifrelor la
inceputul si sfarsitul algoritmului se
realizeazi liniar.

fn concluzie, algoritmul de rezol-
vare a acestei probleme are ordinul
de complexitate O(N) + O(N) +

O(N) + O(N) + O(N)= O(N).
P040620: Produse

Pentru o permutare data p, produsul
elementelor va fi: (n!) - (n!)*. Deoa-
rece vor fi inmultite 7! permutari, re-
zultatul va fi (n!p++,

Pentru un numar intreg X, nu-
mirul K de cifre ale acestuia va satis-
face urmdtoarea inegalitate: 108 < X
< 105+,

Logaritmand aceasti inegalitate
(in baza 10), obtinem: K < log,, X <
K+1.

Aplicand aceastd inegalitate in
problema noastrd obtinem: K < (p +
u+1)-log, n!' <K+1.

Pentru a determina solutia aces-
tui sistem de inegalitati, putem fie sd
folosim egalitatea log (a - b) = log a
+log b obtinind log,, n! =log,, 1 +
log,, 2 + ... + log,, 7, fie si folosim
formula lui Stirling de aproximare a

factorialului: n! = (2 7 - )2 - (n/e)" -
ol + 1(12m) + O(1/2).

Pentru prima variantd, ordinul de
complexitate al algoritmului este
O(n), iar pentru a doua ordinul de
complexitate este O(1).

Mai trebuie mentionat faptul ci
aceastd formuld ii
este atribuitd incorect
scotianului James
Stirling (1692 - 1770).
Cel care a enuntat
pentru prima datd a
fost matematicianul
francez Abrahan de
Moivre (1667 - 1754).

Ik

3 A
Abraham de
Moivre

P040627: Drum

Aceastd problemd poate fi rezolvatd
combinind algoritmul de sortare to-
pologicd a nodurilor unui graf aciclic
cu un algoritm de programare dina-
micd.

A sorta topologic nodurile unui
graf inseamnd a ordona nodurile in-
tr-un sir A, astfel incat pentru ori-
care doi indici 7 §i f, cu: 7 < j, nu exis-
td nici un drum de la nodul 4, la no-
dul A,. Practic, aceastd ordonare ga-
ranteazd o permutare in care nict un
nod nu apare mai devreme decit
strimosii lui.

Putem realiza aceastd ordonare
intr-un timp de ordinul O(M), in
mai multe moduri. Unul dintre ele
este urmitorul: eliminarea din graf a
nodurilor cu grad de intrare
zero si introducerea lor In
sirul ce va reprezenta ordinea final,
repetarea acestui pas asupra grafului
astfel obtinut pani cand obtinem un
graf cu zero noduri. O altd idee este
aplicarea algoritmului de ciutare in
litime putin modificat.

Varianta In pseudocod a acestui
algoritm este:

algoritm CautareinLitime(nod)
parcurs , ¢ adevarat;
pentru fiecare nod £iu adiacent
nodului nod executd
dacd nu parcurs,,
CautareinLatime (fiu)
sfarsit dacd
sfargit pentru
adangd la inceputul listei A nodul
nod

sfarsit algoritm

Dupi aplicarea acestui algoritm,
ne va fi usor si calculim pentru fie-
care nod doud numere: maxD, , re-
prezentind drumul cel mai lung care
incepe din nod si numD, , reprezen-
tand numirul de drumuri de lungime
maximi care incep In 7od.

Obtinerea acestor valori se poate
realiza conform urmitoarei secvente
descrise folosind limbajul pseudo-
cod:

dacd maxD
nod
maxD_ ¢ maxD.. +1;
nod fiu

<maxD,, + 1 atunci
iu

f

B—"C

F—7

numD__ . ¢ numD_.
nod fiu
sfarsit dacd
dacd maxD
nod
numD__ . ¢ numD
nod no
sfarsit dacd

<maxD;, + 1 atunci
iu

5 T numD..

Valorile vor fi calculate corect da-
cd fiu va fi procesat inainte de nod,
lucru asigurat prin procesarea nodu-
rilor in ordine inversi fatd de ordinea
datd de algoritmul de sortare topolo-
gicd.

Un algoritm recursiv care ne va
ajuta sd obtinem al k-lea cel mai lung
drum in ordine lexicografici este pre-
zentat 1n cele ce urmeaza. La primul
pas, selectim dintre nodurile cu grad
de intrare zero si care sunt primele

noduri in cel putin un
Pdrum de lungime maxims;

aceste noduri vor fi pro-

cesate in ordine lexicogra-
E flCi

Daci considerim aceste noduri

sortate in ordine lexicografici si
sumD, = numD +
i_curent 1_curent
numD, + . tnumD.
) _curent R R 1_curent:
atunci al k-lea lant incepe in nodul
X_curent cu proprietatea sum
<k <sum .
X _curent

Repetand acest pas pentru succe-
sorii lui x_curent vom obtine In final
intregul drum.

x-1 _curent

Analiza complexitdtii
Ordinul de complexitate al operatiei
de citire a datelor este O(N), iar or-
dinul de complexitate al algoritmului
de sortare topologici este O(M + N).

Algoritmul care determind prin
metoda programirii dinamice numD
st maxD are ordinul de complexitate
O(M + N), iar algoritmul recursiv
are acelasi ordin de complexitate
O(M + N). Prin urmare, ordinul de
complexitate al intregului algoritm
este O(M + N).

Cu toate acestea, existd algoritmi
cu ordinul de complexitate O(N?)
care ar fi putut duce la solutii care s-
ar fi incadrat In timpul de executie
admis.

O capcand a acestei probleme a
fost specificarea faptului ¢i ordinea
lexicografici consideratd nu este cea
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utilizati n cadrul codului ASCII, ci
literele mici erau considerate din
punct de vedere lexicografic ca fiind
mai mici decit literele mari.

Citirea neatentd a propozitiei ce
specificd acest lucru a dus pentru
unul dintre concurenti la pierderea a
100 de puncte la aceastd problemi,
rezolvarea lui fiind corectd daci nu
ar fi fost prezentd aceastd precizare.

P040622: Numere
Un algoritm corect pentru rezolvarea
acestei probleme constd intr-o ciuta-
re exhaustivi in spatiul solutiilor.
Totusi, o ciutare naivi, care in-
cearcd fiecare permutare ar fi dus la
obtinerea a doar jumitate din punc-
tajul maxim.
Algoritmul de rezolvare propus
este este mult mai rapid si este bazat
pe anumite observatii matematice.

Daci in solutia noastri avem: b, <

b, <..< b atunc1 suma b, - b, | +
|b szl ;. -blse transforma
(exp11c1tand modulele inb,, b +
b,-b,  +..+ b b b

in cazul in care avem b > b L2

b] atunci suma I, - bml + |b sz
b, - b] se transforms (exp11c1-

tand moduf leyinb, -b, +b,, -b,,

tetb,-b=b-b

Pe baza acestei observatii putem
trage concluzia cd daca notam cu x_z
minimele locale (indicii x cu proprie-
tateab_, >b_<b_)iar cuy_i maxi-
mele locale (indicii y cu proprietatea
b, <b 2b ), atunciobservim ci
suma |é b T+ox b, - bl este du-
blul sumei elementelor y_i din care
se scade dublul sumei elementelor
X_1).

Daci sortim elementele sirului 4,
putem folosi un algoritm recursiv
back (x, nmin, nmax, currentsum),
unde x este indicele curent din a, nmin
este numdrul de minime locale pe ca-
re le avem la pasul curent, nmax nu-
mirul de maxime locale si current-
sum suma curentd.

La fiecare pas numirul minime-
lor locale trebuie s3 fie mai mare sau
egal decat numdrul de maxime locale,
iar 1n final numdrul minimelor locale
trebuie si fie egal cu numarul maxi-
melor locale.

Solutia va fi reprezentatd sub for-
ma unui sir sol, In care sol, = 0 daci 4,
nu este nici minim local nici maxim
local, sol, = 1 daci 4, este minim lo-
cal, iar sol, = 2 daci 4, este maxim lo-
cal. Putem observa de asemenea i 4,
este minim global, deci $i minim
local, iar a, este maxim global, deci si
maxim local.

Implementarea acestei idei ar fi
dus la obtinerea unui punctaj maxim.

O alti idee abordati cu succes de
un concurent a fost o ciutare locald
randomizatd.

Mai concret, concurentul a por-
nit cu o permutare aleatoare a sirului
a si a incercat interschimbiri de ele-
mente 4, cu a; pentru a obtine o suma
cdt mai aproplata de suma ceruti.
Daci nu se mai putea realiza o opti-
mizare a solutiei curente, concuren-
tul incerca si porneascd de la o noud
permutare.

Alti concurenti au incercat si
implementeze idei aseminitoare, dar
nu au obtinuit rezultate comparabile.

Analiza complexitdtii

Solutia prezentatd are cu sigurantd
un ordin de complexitate cel mult
egal cu O(3"). Restrictia suplimenta-
rd ca numirul de minime locale si fie
mai mic decit numirul de maxime
locale, ne duce cu gandul la numdrul
de paranteziri si la numerele lui
Catalan.

Pentru solutia inventivd rando-
mizatd este si mai greu de estimat or-
dinul de complexitate. De astfel de
solutii avem nevoie in cazul unor
probleme foarte greu abordabile cu
algoritmii clasici.




