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Atena, septembrie 2004

Olimpiada

INTERNAÞIONALÃ de
Informaticã 2004
Vã prezentãm în continuare soluþiile oficiale ale celor ºase probleme propuse
spre rezolvare la ediþia din acest an a Olimpiadei Internaþionale de
Informaticã.

P040601: Artemis
Vom nota prin f(x, y) numãrul copa-
cilor aflaþi la stânga ºi sub punctul de
coordonate (x, y). 

Considerãm douã puncte de co-
ordonate (x1, y1) ºi (x2, y2). În cazul în
care unul dintre puncte se aflã la stân-
ga ºi sub celãlalt punct, atunci numã-
rul copacilor aflat în dreptunghiul de-
terminat de cele douã puncte este dat
de formula:

f(x1, y1) + f(x2, y2) - 
f(x1, y2) - f(y1, x2) + 1.

În cealalatã situaþie (nici unul din-
tre puncte nu se aflã la stânga ºi sub
celãlalt punct), formula este similarã. 

Algoritmul #1
Algoritmul trivial de
rezolvare a problemei
constã în considerarea
tuturor dreptunghiu-
rilor ºi numãrarea co-
pacilor aflaþi în inte-
riorul acestora. 

Ordinul de complexitate al aces-
tui algoritm este O(N3).

Algoritmul #2
Un al doilea algoritm constã în uti-
lizarea metodei programãrii dinamice
pentru a calcula toate valorile f(xi, yj)
posibile. Dupã determinarea tuturor
acestor valori, pe baza formulelor se

determinã numãrul copacilor din fi-
ecare dreptunghi. 

Ordinul de complexitate al aces-
tui algoritm este O(N2), dar ºi spaþiul
de memorie utilizat are tot ordinul
de complexitate O(N2).

Algoritmul #3
Cel de-al treilea algoritm pe care îl
prezentãm constã în parcurgerea tu-
turor copacilor ºi determinarea, pen-
tru fiecare copac, a dreptunghiurilor
care au colþul din stânga-sus în pozi-
þia respectivã. 

Dacã acest copac se aflã
în poziþia (x, y), atunci avem
nevoie numai de valorile

de forma f(x, ·) ºi f(· , y). 
Acestea pot fi de-

termina la fel ca
ºi în cazul algo-

ritmului anterior,
folosind metoda

programãrii
dinamice. 

Principalul avantaj este faptul cã
ordinul de complexitate al spaþiului
de memorie este O(N), chiar dacã or-
dinul de complexitate al algoritmului
este tot O(N2).

Algoritmul #4
Cel de-al patrulea algoritm constã în
sortarea copacilor în funcþie de coor-
donata orizontalã. 

Copacii sunt parcurºi în aceastã
ordine ºi fiecare copac este inserat în
lista copacilor curenþi care este sorta-
tã în funcþie de coordonata verticalã. 

Dacã punctul în care se aflã co-
pacul considerat are coordonatele (x0,
y0), atunci pot fi calculate în timp li-
niar toate valorile de forma f(x, y0) ºi
f(x0, y), unde (x, y) reprezintã coor-
donatele unui punct în care se aflã un
copac situat în stânga copacului con-
siderat. 

Aºadar, putem determina numã-
rul copacilor din fiecare dreptunghi
care au un colþ în dreptul copacului
considerat. 

Pânã la urmã, se dovedeºte cã al-
goritmul este foarte asemãnãtor cu
cel anterior, iar ordinul sãu de com-
plexitate este tot O(N2).

Algoritmul #5
Ultimul algoritm pe care îl prezen-
tãm este o versiune optimizatã a
primului algoritm. 

În prima fazã a
algoritmului (prepro-
cesare) vom ataºa
fiecãrui copac o
listã de biþi
(aceasta va con-
þine N biþi) în
care vom marca toþi copa-
cii care se aflã la stânga ºi
sub copacul considerat. 
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Copacii aflaþi în interiorul unui
dreptunghi pot fi determinaþi folo-
sindu-se o conjuncþie logicã între lis-
tele de biþi corespunzãtoare celor doi
copaci care determinã triunghiul. 

Pentru a mãri viteza vom folosi o
tabelã care va conþine, pentru toate
numerele care pot fi reprezentate pe
16 biþi, numãrul biþilor cu valoarea 1. 

Algoritmul prezentat are ordinul
de complexitate O(N3), iar spaþiul de
memorie necesar este O(N2), însã
factorii constanþi care se ascund în
spatele acestor notaþii sunt mici.

P040602: Hermes
Notãm cu (xi, yi) punctele în care se
aflã zeii care trebuie sã primeascã
mesajul (i variazã între 1 ºi N). Vom
avea (x0, y0) = (0, 0) pentru poziþia
iniþialã a lui Hermes. 

Vom calcula valorile Aij ºi Bij, un-
de Aij reprezintã distanþa pe care tre-
buie sã o parcurgã Hermes pentru a
trimite mesaje primilor i zei ºi a ajun-
ge în poziþia (xi, yj), iar Bij reprezintã
distanþa pe care trebuie sã o parcurgã

Hermes pentru a trimite
mesaje primilor i zei ºi a

ajunge în poziþia (xj,
yi). Formulele care
stau la baza calcu-

lãrii acestor valori
sunt urmãtoarele:

Ai+1,j = min(Ai,j + |xi - xi+1|, Bi,i+1 + |yi - yj|)
Bi+1,j = min(Bi,j + |yi - yi+1|, Ai,i+1 + |xi - xj|)

Rezultatul final va fi ales ca fiind
minimul valorilor de forma ANj sau
BjN, unde j variazã între 0 ºi N.

Ordinul de complexitate al aces-
tui algoritm este O(N2).

P040603: Poligon
Chiar dacã determinarea sumei Min-
kovski a douã poligoane este o ope-
raþie relativ simplã ([2]), deciderea fap-
tului dacã un poligon poate fi scris ca
suma Minkovski a douã po-
ligoane este o problemã NP-
completã.

Existã un algoritm pentru
rezolvarea acestei probleme care
ruleazã în timp pseudopolinomial ºi
care a fost prezentat în [1]; acest al-

goritm va fi descris pe scurt în cele
ce urmeazã.

Dacã intrarea constã într-o suc-
cesiune de N laturi, atunci dimen-
siunea intrãrii este consideratã a fi
O(N · (log m + log E), unde m re-
prezintã numãrul maxim de puncte
cu coordonate întregi de pe o mu-
chie, iar E reprezintã valoarea maxi-
mã absolutã a unei coordonate care
defineºte un vector primar (definiþia
vectorului primar va fi prezentatã
mai jos).

Algoritmul prezentat în [1] are
ordinul de complexitate O(t · N · m),
unde numãrul punctelor poligonului
care au coordonate întregi.

Vom nota poligonul dat prin P ºi
vom considera cã el conþine N vâr-
furi care au toate coordonate întregi
nenegative de forma vi = (xi, yi), unde
i variazã între 0 ºi N - 1. Vârfurile po-
ligonului sunt date în ordine trigono-
metricã.

Definiþie
Vom numi un vector v = (a, b) vec-
tor primar dacã cel mai mare divizor
comun al valorilor a ºi b este 1, unde
a ºi b sunt numere întregi nenegative.

Cu alte cuvinte, spunem cã un
vector v este vector primar dacã ºi
numai dacã el nu conþine în interior
nici un punct care are ambele coor-
donate întregi.

Putem spune cã laturile poligo-
nului P sunt date de vectori de forma
Ei = vi - vi-1 = (ai, bi), unde i variazã
între 1 ºi N, indicii sunt consideraþi
modulo N, iar valorile ai ºi bi sunt
numere întregi.

Pentru o laturã (ai, bi), dacã cel
mai mare divizor comun ni al valori-
lor ai ºi bi nu este egal cu 1, atunci
vom considera latura primarã cores-
punzãtoare ei = (ai / ni, bi / ni).

Vom numi secvenþa de vectori de
forma Ei = ei · ni secvenþa de laturi a

poligonului, unde ei este un vector
primar.

Urmãtoarea lemã repre-
zintã o observaþie crucialã pen-

tru gãsirea unei modalitãþi de
determinare a douã poligoane A ºi B,
astfel încât suma Minkovski a acesto-
ra sã fie un poligon dat P.

Lemã
Fiecare laturã primarã a poligonului
P trebuie sã aparã ca laturã fie în A,
fie în B. În cazul în care latura nu es-
te primarã, atunci existã o a treia po-
sibilitate ºi anume ca latura sã repre-
zinte suma Minkovski a unei laturi
din A ºi a unei laturi din B care sunt
paralele.

Pe baza acestei leme putem de-
duce cã un poligon poate fi un ter-
men a unei sume Minkovski care du-
ce la obþinerea poligonului P dacã ºi
numai dacã secvenþa sa de laturi este
formatã din vectori de forma kj · ej,
unde valorile j sunt cuprinse între 1
ºi N (evident, unele valori pot lipsi),
valorile kj sunt numere întregi cu-
prinse între 0 ºi nj, iar suma vectoria-
lã a vectorilor care reprezintã laturile
poligonului este 0.

În cele ce urmeazã vom descrie
algoritmii care pot fi utilizaþi pentru
determinarea termenilor de forma
celor ceruþi în enunþul problemei
(segmente, triunghiuri ºi patrulatere).

Poligoanele obþinute pot avea vâr-
furi cu coordonate negative. În acest
caz va trebui sã translatãm ambii ter-
meni obþinuþi astfel încât sã nu mai
existe coordonate negative. Aceastã
translatare este permisã deoarece nu
duce la modificarea formei poligoa-
nelor.

Segmente
Putem spune cã suma Minkovski
care duce la obþinerea poli-
gonului P poate conþi-
ne un termen care
este segment dacã ºi numai dacã cel
puþin o pereche de (sub)vectori din
secvenþa de laturi a poligonului au
suma egalã cu 0.

Pe baza acestei observaþii putem
construi algritmii care sunt prezentaþi
în cele de urmeazã. 

Fiecare algoritm începe cu deter-
minarea vectorilor primari pentru fie-
care laturã folosind în acest scop un
algoritm de determinare a celui mai
mare divizor comun. 

Evident, acest pas nu este necesar
pentru poligoanele care conþin doar
laturi primare.
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Algoritmul banal
Cel mai simplu dintre algoritmi (ºi
cel mai lent) constã în determinarea
muchiilor poligonului ca diferenþe a
câte doi vectori ºi apoi determinarea
vectorilor primari folosind un algo-
ritm de determinare a celui mai mare
divizor comun. 

Ordinul de complexitate al aces-
tui pas este O(N · m), unde m este cea
mai mare valoare obþinutã pentru un
cel mai mare divizor comun calculat. 

Pentru fiecare pereche de vectori
din secvenþa de muchii vom calcula
suma acestora, operaþie al cãrei ordin
de complexitate este O(N2 · m2).

Un algoritm mai performant
Pentru cel de-al doilea algoritm, vom
începe tot cu determinarea muchiilor
poligonului, folosind acelaºi proce-
deu al cãrui ordin de complexitate
este O(N · m). 

În continuare sortãm muchiile în
funcþie de componenta orizontalã a
vectorilor, operaþie al cãrui ordin de
complexitate este O(N · m · log( N ·
m)). 

Acum, pentru fiecare vector, veri-
ficãm dacã existã un vector a cãrui
componentã orizontalã este inversul
componentei orizontale a vectorului
considerat ºi dacã rezultatul însumã-
rii celor doi vectori este 0. 

Cãutarea se va realiza în timp lo-
garitmic (O(log( N · m)) folosind me-
toda cãutãrii binare, deoarece laturile
sunt deja sortate. 

Întregul algoritm are ordinul de
complexitate O(N · m · log(N · m)).

Algoritmul eficient
Cel de-al treilea algoritm începe tot cu
determinarea muchiilor, operaþie al
cãrei ordin de complexitate este O(N ·
m). 

Laturile sunt apoi inserate într-o
tabelã de dispersie; componentele ori-
zontale ale vectorilor au rolul cheilor
în tabela de dispersie. Inserarea se
realizeazã în timp constant. 

La fel ca ºi în cazul algoritmului
anterior, pentru fiecare vector verifi-
cãm dacã existã un vector a cãrui
componentã orizontalã este inversul
componentei orizontale a vectorului

considerat ºi dacã rezultatul însumã-
rii celor doi vectori este 0. 

Aceastã cãutare se realizeazã în
timp constant, motiv pentru care al-
goritmul descris are ordinul de com-
plexitate O(N · m).

Triunghiuri
Similar situaþiei pe
care am întâlnit-o în
cazul segmentelor,
putem spune cã
suma Minkovski care duce la obþine-
rea poligonului P poate conþine un
termen care este triunghi dacã ºi nu-
mai dacã pot fi aleºi trei vectori din
secvenþa de laturi a poligonului care
au suma egalã cu 0. 

La fel ca ºi în cazul segmentelor,
vom prezenta trei algoritmi care de-
terminã astfel de triplete.

Algoritmul banal
Primul dintre algoritmi constã în de-
terminarea laturilor poligonului (la
fel ca în cazul algoritmilor pentru
segmente) ºi calcularea, pentru fiecare
triplet de vectori din secvenþa de mu-
chii, a sumei acestora. 

Acest algoritm are ordinul de
complexitate O(N3 · m3).

Un algoritm mai performant
Cel de-al doilea algoritm începe tot
cu determinarea laturilor poligonu-
lui. 

Muchiile sunt apoi sortate în
funcþie de componentele orizontale
ale vectorilor corespunzãtori. 

Pentru fiecare pereche de vectori
vom calcula suma ºi apoi, cu ajutorul
cãutãrii binare, vom verifica dacã exis-
tã un al treilea vector astfel încât su-
ma celor trei vectori sã fie 0. 

Ordinul de complexitate al aces-
tui algoritm este O(N2 · m2 · log( N ·
m)).

Algoritmul eficient
Pentru cel de-al treilea algoritm vom
determina laturile poligonului ºi le
vom sorta în funcþie de componenta
orizontalã. 

Pentru fiecare muchie k a secven-
þei, vom parcurge secvenþa dinspre
stânga pentru a determina o valoare i

ºi dinspre dreapta pentru a determina
a valoare j, astfel încât sã obþinem Ei
+ Ek + Ej = 0. 

Datoritã faptului cã laturile au
fost sortate, la fiecare pas vom modi-
fica fie valoarea i, fie valoarea j, în
funcþie de semnul rezultatului. 

Ordinul de complexitate al algo-
ritmului este O(N2 · m2). 

O altã posibilitate o constituie in-
serarea vectorilor într-o tabelã de dis-
persie ºi cãutarea, pentru fiecare pere-
che de vectori, a unui al treilea vector
care sã fie inversul sumei primilor
doi. 

Datoritã faptului cã o astfel de cã-
utare se realizeazã în timp constant,
obþinem tot ordinul de complexitate
O(N2 · m2).

Patrulatere
La fel ca ºi în cazul segmentelor ºi tri-
unghiurilor, pentru pa-
trulatere vom des-
crie tot trei al-
goritmi. 

Evident, putem spune ºi de aceas-
tã datã cã suma Minkovski care duce
la obþinerea poligonului P poate con-
þine un termen care este patrulater da-
cã ºi numai dacã pot fi aleºi patru
vectori din secvenþa de laturi a poli-
gonului care au suma egalã cu 0.

Algoritmul banal
Primul algoritm este foarte simplu ºi
constã în determinarea laturilor poli-
gonului ºi calcularea sumelor pentru
oricare patru vectori, operaþie al cãrei
ordin de complexitate este O(N4 · m4).

Un algoritm mai performant
Pentru cel de-al doilea algoritm vom
calcula, dupã ce am determinat latu-
rile, sumele tuturor tripletelor de
vectori posibile ºi apoi, vom cãuta un
al patrulea vector astfel încât suma ce-
lor patru vectori sã fie 0.

Putem fie sã ordonãm secvenþa de
laturi în funcþie de componenta ori-
zontalã, fie sã folosim o tabelã de
dispersie. 

În primul caz ordinul de comple-
xitate este O(N3 · m3 · log( N · m)),
iar în al doilea caz acesta este O(N3 ·
m3). 
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Algoritmul eficient
Cel de-al treilea algoritm constã în
determinare laturilor ºi inserarea într-
o tabelã de dispersie a tuturor sume-
lor posibile a doi vectori. 

Cheia pentru tabela de dispersie
este datã de componenta orizontalã a
sumei. Operaþia de inserare a tuturor
acestor sume de vectori are ordinul
de complexitate O(N2 · m2). 

Pentru fiecare sumã vom cãuta în
tabela de dispersie o altã sumã astfel
încât suma celor douã sume (deci su-
ma celor patru vectori corespunzã-
tori) sã fie 0. 

Datoritã faptului cã o cãutare are
nevoie de un timp constant, ordinul
de complexitate al întregului algoritm
este O(N2 · m2).

Cel mai mare divizor
comun
Un element important în rezolvarea
acestei probleme o constituie deter-
minarea celui mai mic divizor comun
a douã numere întregi.

Vom prezenta doi algoritmi care
realizeazã aceastã operaþie; primul
dintre aceºtia este algoritmul clasic al
lui Euclid:

algoritm cmmdc_Euclid(a, b)

dacă b = 0 atunci

retunează a

altfel

retunează cmmdc_Euclid(b, 

rest[a / b])

sfârșit dacă

sfârșit algoritm

Cel de-al doilea algoritm este pre-
luat din [3] ºi este cunoscut ca algo-
ritmul binar de determinare a celui
mai mare divizor comun:

algoritm cmmdc_Binar(a, b)

g ← 1

cât timp a este par și

b este par execută

a ← a / 2 // deplasare spre 
// dreapta

b ← b / 2

g ← g * 2 // deplasare spre 
// stânga

sfârșit cât timp

t ← |a - b| / 2

cât timp t > 0 execută

dacă a este par atunci

a ← a / 2

altfel

dacă b este par atunci

b ← b / 2

altfel

t ← |a - b| / 2

sfârșit dacă

sfârșit dacă

dacă a < b atunci

b ← t

altfel

a ← t

sfârșit dacă

sfârșit cât timp

returnează g * b

sfârșit algoritm

Bibliografie
[1] S. Gao, A. Lauder, Decomposition

of polytopes and Polynomials,
Discrete and Computational
Geometry 26 (2001), pp. 501-520

[2] L.J. Guibas, R. Seidel, Computing
Convolutions by Reciprocal
Search, Symposium of Computa-
tional Geometry, 2001

[3] D. Knuth, The Art of Computer
Programming, vol. II, Addison-
Wesley, ediþia a III-a, 1998

P040604: Empodii
Potrivit [1], permutãrile sunt impor-
tante în studierea secvenþelor ADN.
Urmãtoarele douã propoziþii sunt
adevãrate pentru oricare interval mãr-
ginit:

Propoziþia #1
Între punctul de început (Fs) ºi
punctul de sfârºit (Ff) ale unui in-
terval mãrginit F existã urmãtoarea
legãturã:
val(Fs) = val(Fs) + lungime(F) - 1, 

unde prin val(i) am notat valoarea
celui de-al i-lea al secvenþei biolo-
gice, iar prin lungime(I) am notat
numãrul de elemente din care este
format intervalul I.

Propoziþia #2
Toate valorile din interiorul
unui interval mãrginit sunt distincte
ºi acoperã întregul interval [i + 1, i +

k - 1] exact o datã, un-
de i este valoarea pri-

mului ele-
ment al in-

tervalului mãrginit, iar i +
k este valoarea ultimu-

lui element.

Un algoritm simplu
Pentru fiecare element i al secvenþei
bilogice σ vom cãuta intervale mãrgi-
nite care încep la poziþia i ºi care au
lungimea cuprinsã între 2 ºi |σ| - i +
1, unde prin |σ| am notat lungimea
secvenþei biologice. 

Dacã notãm lungimea considera-
tã cu l, atunci va trebui sã verificãm
propoziþia #1 pentru perechea (i, j),
unde j = i + l - 1. 

Dacã propoziþia este respectatã,
atunci trebuie verificatã ºi propoziþia
#2. Aºadar, va trebui sã verificãm da-
cã toate elementele cuprinse între po-
ziþiile i ºi j au valori cuprinse între
val(i) ºi val(j). 

Avem O(n2) perechi (i, j) ºi, pen-
tru fiecare interval pentru care pro-
poziþia #1 este adevãratã, avem nevo-
ie de un timp de ordinul O(n) pentru
a verifica dacã intervalul este mãrgi-
nit (propoziþia #2 este adevãratã). Ca
urmare, pentru identificarea interva-
lelor mãrginite avem nevoie de un
timp de ordinul O(n3). 

Pe parcursul efectuãrii verificãri-
lor vom pãstra posibilele empodii ca-
re încep la poziþia i. Bineînþeles, nu
va trebuie sã pãstrãm toate cele O(n)
intervale mãrginite care ar putea în-
cepe la poziþia i, deoarece toate in-

tervalele mãrginite
care nu au lungimea
minimã nu pot fi em-

podii (ele vor conþine
în interior intervalul
de lungime minimã). 

Mai mult, va tre-
bui sã verificãm dacã
intervalele mãrginte
nu conþin în interio-

rul lor alte inter-
vale mãrginite ca-

re încep la alte pozi-
þii. 

În acest moment avem
O(n) posibile empodii.
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Pentru fiecare dintre acestea putem
verifica într-un timp de ordinul O(n)
dacã intervalul conþine în interiorul
sãu un alt interval mãrginit ºi dacã
acest interval mãrginit este sau nu un
empodiu. 

Acest pas al algoritmului are or-
dinul de complexitate O(n2), deci în-
tregul algoritm are ordinul de com-
plexitate O(n3).

Un algoritm performant
Pentru a prezenta acest algoritm vom
începe cu enunþarea a douã propo-
ziþii care sunt adevãrate
întotdeauna:

Propoziþia #3
Într-un empodiu, ele-
mentul care are cea mai micã va-
loare se aflã întotdeauna pe pri-
ma poziþie a empodiului con-
siderat.

Propoziþia #4
Într-un empodiu, elementul care are
cea mai mare valoare se aflã întotdea-
una pe ultima poziþie a empodiului
considerat.

Prezentãm acum o informaþie
esenþialã pentru algoritmul pe care îl
vom descrie:

Lemã
Nici una dintre extremi-
tãþile unui empodiu nu
se poate afla în interio-

rul unui alt empo-
diu.

Demonstraþie
În continuare vom de-
monstra aceastã lemã fo-

losind metoda reduce-
rii la absurd.

În cazul în care
ambele extremitãþi
ale unui empodiu
E s-ar afla în inte-

riorul unui empodiu F,
atunci empodiul F ar

conþine în interiorul
sãu empodiul E, ceea ce

contravine definiþiei.
În cazul în care doar una din-

tre extremitãþile unui empodiu E
s-ar afla în interiorul unui empo-

diu F, am avea o situaþie asemã-
nãtoare cu cea din figura 1.

Presupunem, fãrã a restrânge
generalitatea, cã extremitatea

stângã a empodiului E se aflã în
interiorul empodiului F.

Pe baza propoziþiilor #3 ºi #4
obþinem:

val(i) < val(k) < val(j) < val(l),
unde i ºi j sunt extremitãþile empo-
diului F, iar k ºi l sunt extremitã-
þile empodiului E.

Aceasta se datoreazã faptului
cã al k-lea element al secvenþei
biologice se aflã în inte-
riorul empodiului F, iar
al j-lea element al secvenþei
se aflã în interiorul empo-
diului E.

Alegem la întâmplare un element
aflat pe o poziþie x situatã între pozi-
þiile k ºi j. Este evident cã acest ele-
ment face parte din ambele empodii
considerate.

Ca urmare, avem val(x) < val(j)
ºi val(k) < val(x). Datoritã faptului
cã poziþia x a fost aleasã la întâmpla-
re, putem concluziona ca toate valo-
rile situate pe poziþii cuprinse între k
ºi j (exclusiv) sunt cuprinse între va-

lorile val(k) ºi
val(j) (exclusiv).
Putem concluzio-
na cã intervalul
cuprins între po-
ziþiile k ºi j este un
interval mãrginit,
deci nici E ºi nici F
nu poate fi empodiu.

Am demonstrat
astfel cã ipoteza
este falsã, deci
nici o extremitate a unui empodiu nu
se poate afla în interiorul unui alt
empodiu.

Notã
Se observã imediat cã, datoritã faptu-
lui cã elementele aflate între poziþiile
k ºi j (exclusiv) sunt cuprinse între
valorile val(k) ºi val(j) (exclusiv),
atunci toate elemente aflate între po-

ziþiile i ºi k (exclusiv) sunt cuprinse
între valorile val(i) ºi val(k) (ex-

clusiv). Aºadar, intervalul cu-
prins între poziþiile i ºi k este ºi
el mãrginit.

Similar, putem deduce cã
toate elemente aflate între pozi-

þiile j ºi l (exclusiv) sunt cuprinse în-
tre valorile val(j) ºi val(l) (exclusiv).
Aºadar, ºi intervalul cuprins între
poziþiile i ºi k este mãrginit.

Determinarea candidaþilor
Pe baza notei de mai sus putem de-
duce cã o modalitate de a aborda

problema este de a determina,
pentru fiecare poziþie i, cel mai
potrivit interval mãrginit
candidat care începe la
poziþia i.

Pentru aceasta vom
parcurge elementele secvenþei

date de la stâng spre dreapta ºi
vom pãstra valoarea maximã (max)
în fiecare moment.

Dacã la un moment dat
întâlnim o valoare egalã
cu max + 1 ºi, în ace-
laºi timp, propoziþia #1
este satisfãcutã, atunci
putem deduce cã am
ajuns în dreptul extremi-
tãþii drepte a unui inter-
val mãrginit.
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Datoritã faptu-
lui cã vom verifica
O(n) elemente ºi,
pentru fiecare din-

tre acestea, vom
parcurge O(n)
elemente, ordinul
de complexitate

al operaþiei de determi-
nare a celor mai potrivite intervale
mãrginite candidate este O(n2).

În cele ce urmeazã vom prezenta
versiunea în pseudocod a algoritmu-
lui descris. 

Algoritmul are ca parametru sec-
venþa biologicã pe care o notãm cu
secv_bio ºi considerãm cã ea conþine
N + 2 elemente identificate prin
numere întregi cuprinse între 0 ºi N
+ 1. 

Rezultatul va fi
un vector pe care îl
vom nota prin
int_mãrg ºi care va
conþine, pentru
fiecare poziþie i,
lungimea unui
candidat care începe
la poziþia respectivã.

algoritm Candidaţi(secv_bio)

pentru i ← 0, N + 1 

execută int_mărgi ← nil

sfârșit pentru

pentru i ← 0, N execută

max ← secv_bioi
pentru k ← 1, N + 1 - i

execută

dacă secv_bioi+k = 

secv_bioi + k și

secv_bioi+k = max + 1 

atunci

int_mărgi ← k + 1

altfel

dacă secv_bioi+k < 

secv_bioi atunci

întrerupe ciclul pentru

altfel

dacă secv_bioi+k > 

max atunci

max ← secv_bioi+k
sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit pentru

sfârșit pentru

returnează int_mărg

sfârșit algoritm

La fel ca ºi în cazul algo-
ritmului descris anterior, pu-
tem elimina candidaþii care nu
sunt de fapt empodii într-un
timp de ordinul O(n2).

Eliminare în timp liniar
Deºi nu se va îmbunãtãþi or-
dinul de complexitate al în-
tregului algoritm, folosind
lema prezentatã, putem rea-
liza eliminarea candidaþilor care nu
sunt empodii în timp liniar.

În vectorul int_mãrg avem lungi-
mile intervalelor mãrginite candidate.
Spunem cã un interval este activ dacã

examinãm elemente aflate în inte-
riorul intervalului respectiv.

Ideea care stã la baza
algoritmului este prezentatã în

continuare.
Vom parcurge secvenþial ele-

mentele vectorului int_mãrg. Dacã
întâlnim extremitatea stângã a unui
interval candidat F în timp ce un in-

terval E este activ, atunci ne
aflãm în situaþia prezentatã pentru
primul caz al demonstraþiei lemei.
Aceasta se datoreazã faptului cã E
este intervalul mãrginit de lungime
minimã care începe la poziþia cores-
punzãtoare.

Acest procedeu constã în cel
mult N + 1 interogãri ale valorilor
vectorului int_mãrg. Aºadar, ordinul
de complexitate al operaþiei este O(n).

Prezentãm în continuare versiu-
nea în pseudocod a acestui algoritm. 

algoritm Eliminare(int_mărg)

i ← 0

cât timp i < N + 1 execută

dacă int_mărgi ≠ nil

atunci

k ← i + 1

cât timp k < int_mărgi
+ i - 1 execută

dacă int_mărgi ≠ nil

atunci

int_mărgi ← nil

întrerupe ciclul
cât timp

sfârșit dacă

k ← k + 1

sfârșit cât timp

i ← k - 1

sfârșit dacă

i ← i + 1

sfârșit cât timp

returnează int_mărg

sfârșit algoritm

Totuºi, indiferent care este
modalitatea pe care o utilizãm

pentru a elimina intervalele
candidate care nu sunt

empodii, ordinul de comple-
xitate al acestui algoritm este

O(n2).

Algoritmul eficient
Aceastã problemã poate fi rezolvatã
în timp supraliniar O(n · α(n)) aºa
cum se descrie în [2], sau liniar O(n)
aºa cum se aratã în [3]. Aceste rezol-
vãri implicã utilizarea unor tehnici
ale teoriei grafurilor.

Aceste rezultate provin dintr-
unul dintre cele mai interesante
domenii al informaticii în ultimul
deceniu, ai cãrui pionieri au fost
Hannenhalli ºi Pevzner [4], iar
implementãrile sunt relativ simple.

O prezentare detaliatã a acestui
domeniu din care a fost inspiratã
aceastã problemã poate fi gãsitã în
[5].

Nu vom reda aici aceste detalii
deoarece, pentru problema de la IOI
2004, un algoritm cu timp de execu-
þie pãtratic era suficient pentru a ob-
þine cel puþin 90% din punctaj.

Bibliografie
[1] A. Bergeron, A Very Elementary

Presentation of the Hannenhalli-
Pevzner Theory, CPM 2001 - note
de curs, vol. 2089, pp. 106-117, 19
aprilie 2001.

[2] P. Berman, S. Hannenhalli, Fast
Sorting by Reversal, Proceedings
of the 7th Annual Symposium on
Combinatorial Pattern
Matching, pp.
168-185, 1996.

[3] Bader, Moret,
Yan, A Linear-Time
Algorithm for Com-
puting Inversion



G
In

fo
 n

r.
 1

4
/7

 -
 n

oi
em

b
ri

e 
2
0
0
4

18

so
lu

þi
i

Distance between
Signed Permuta-

tions with an Exper-
imental Study - note

de curs, WADS: 7th

Workshop on Algorithms
and Data Structures, vol.

2125, pp. 365-376,
2001.

[4] S. Hannenhalli, Pavel Pevzner,
Transforming Cabbage into Tur-
nip, Proceedings of the 27th

Annual Symposium on Theory
of Computing (STOC95), pp.
178-189, 1995.

[5] A. C. Siepel, E xact Algorithms for
the Reversal Median Problem - te-
zã de masterat, Universitatea din
New Mexico, decembrie 2001.

[6] A. C. Siepel, An Algorithm to Enu-
merate All Sorting Reversals,
RECOMB, pp. 281-290, aprilie
2002.

P040605: Fermierul
Fie gi un câmp sau o fâ-

ºie, iar ni numãrul chi-
paroºilor dintr-un
câmp sau o fâºie. Da-
cã notãm prin ei nu-
mãrul mãslinilor din

g, atunci
avem ei = ni dacã g es-
te un câmp ºi ei = ni -
1 dacã g este o fâºie.

În cele ce ur-
meazã vom considera
urmãtoarea problemã
a rucsacului:

determinaþi astfel încât

ºi xi poate fi 0 sau 1,

unde n reprezintã numã-
rul grupurilor, iar m re-
prezintã numãrul fâ-
ºiilor.

Soluþia este da-
tã de o submulþime

a elementelor g ast-
fel încât nu-
mãrul total al

chiparoºilor din
aceastã submulþime

este cel mult egal cu Q, iar numãrul
mãslinilor este cât mai mare posibil.

În general, vom avea 

.

În aceastã situaþia va
exista un element g pen-

tru care avem xi = 0 ºi
ni > Q - Q' deoarece
altfel soluþia ar fi fost

îmbunãtãþitã prin
includerea ele-

mentului g în sub-
mulþimea aleasã, ceea ce contravine
ipotezei potrivit cãreia soluþia aleasã
este cea mai bunã. 

Ca urmare, prin adãu-
garea unui ºir de Q - Q'
chiparoºi (împreunã cu cei
Q - Q' - 1 mãslini dintre ei) va
duce la obþinerea soluþiei optime.

Problema rucsacului poate fi
rezolvatã eficient folosind
metoda programãrii dinamice.
Ordinul de complexitate al algo-
ritmului este O((m + n) · Q).

P040606: Phidias
Pentru rezolvarea acestei probleme

vom folosi metoda progra-
mãrii dinamice. 

Vom nota prin axy su-
prafaþa pierdutã pentru un

dreptunghi de lungime x ºi
lãþime y, unde x variazã între
1 ºi lungimea dalei, iar y
variazã între 1 ºi lãþimea dalei.

Iniþial, pentru toate
plãcile date vom considera
valorile corespunzãtoare

axy = 0 deoarece ºtim cu siguranþã cã

putem acoperi
un astfel de
dreptunghi fãrã
pierderi, folo-

sind o placã
datã. Pentru
toate celelal-
te valori
vom consi-

dera axy = x ·
y.

Pentru fiecare dreptunghi,
vom lua în considerare toate po-
sibilitãþile de a îl tãia. Vor fi x - 1

tãieturi verticale posibili ºi y - 1 tãie-
turi orizontale.

Pentru o tãieturã orizontalã c, vom
obþine douã dreptunghiuri de lungi-
me x ºi lãþimi c ºi y - c. În acest caz

spaþiul irosit ar fi axc + ax,y-c.
Pentru o tãieturã verticalã

c, vom obþine douã dreptun-
ghiuri de lãþime y ºi lungimi c ºi

x - c. Spaþiul pierdut în aceastã si-
tuaþie ar fi acy + ax-c,y.

Pentru fiecare dimensiunea vom
alege valoarea minimã, iar în final

vom afiºa valoarea co-
respunzãtoare întregii

dale.

Notã
Acestea sunt soluþiile ofi-
ciale ale problemelor pro-
puse spre rezolvare la edi-
þia 2004 a Olimpiadei
Internaþionale de In-
formaticã. Ele au fost
preluate de pe site-ul oficial al compe-
tiþiei ºi au fost traduse de cãtre mem-
brii redacþiei GInfo.
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