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Soluþii

Finala BURSELE AGORA
2003/2004

Cosmin-Silvestru Negruºeri

Vã prezentãm în continuare soluþiile celor patru probleme propuse spre
rezolvare la etapa finalã a celei de-a V-a ediþii a concursului de programare
organizat de revista noastrã.

P040619: Cifre
Aceastã problemã este o variaþie a
pãrþii de decompresie a unui algoritm
clasic de compresie apãrut în 1994. 

Algoritmul amintit se
numeºte BWT (Borrows-
Wheeler Transform) ºi me-
toda de compresie este cea
explicatã în textul proble-
mei. 

De fapt, acest algoritm, nu este
unul de compresie ci unul de trans-
formare a informaþiei. Informaþia
transformatã poate duce la obþinerea
unei rate de compresie mai mare de-
cât cea netransformatã datoritã fap-
tului cã în urma transformãrii apar
ºiruri de caractere consecutive identi-
ce mai lungi ºi mai multe. Publicaþia
originalã poate fi studiatã accesând
adresa: 

hhttttpp::////ggaatteekkeeeeppeerr..rreesseeaarrcchh..
ccoommppaaqq..ccoomm//ppuubb//DDEECC//SSRRCC//

rreesseeaarrcchh--rreeppoorrttss//
aabbssttrraaccttss//ssrrcc--rrrr--112244..hhttmmll

Problema propusã a fost folositã
ºi la finala concursului Bursele Agora
din 2002 precum ºi la Olimpiada In-
ternaþionalã de Informaticã din 2001
(ca problemã de rezervã).

Problema curentã prezintã o mi-
cã modificare faþã de cea iniþialã, ºi-
rurile fiind sortate în ordine descres-

cãtoare. Algoritmul original are ºiru-
rile ordonate ascendent.

Putem trece uºor peste aceastã
modificare, transformând la începu-
tul algoritmului, fiecare cifrã în: 10 -

cifra originală, aplicând algorit-
mul original, iar la sfârºit aplicând
din nou aceeaºi transformare, pentru
a obþine ºirul corect. 

Sã vedem cum s-au transformat
ºirurile din exemplu:
• prima transformare

2457  8653

4572  6538

5724  5386

7245  3865

• sortarea elementelor 
7245  3865

5724  5386

4572  6538

2457  8653

Primul pas al algoritmului nostru
de decompresie sorteazã cifrele ulti-
mei coloane, pentru a obþine cifrele
primei coloane (aici: 3, 5, 6, 8). 

Pentru a realiza aceasta putem
folosi un algoritm de sortare prin
numãrare.

Algoritmul de rezolvare a acestei
probleme constã în urmãtorii paºi,
excluzând transformãrile de la înce-
put ºi sfârºit:

• se determinã frecvenþa de apariþie a
cifrelor, ceea ce permite obþinerea
primei coloane a matricei (prima
coloanã conþine întotdeauna cifrele
ordonate).

• se construieºte un ºir de corespon-
denþe A între cifrele de pe prima
coloanã ºi cele de pe ultima, þinând
cont de faptul cã celei de-a i-a apa-
riþii a cifrei c de pe prima coloanã îi
corespunde cea de-a i-a apariþie a
cifrei c de pe ultima.

• pentru determinarea
numãrului cerut se scriu
cifrele corespunzãtoare
poziþiilor A[1], A[A[1]],
A[A[A[1]]] etc.; pentru
aceasta se foloseºte un
indice i care, dupã fie-
care pas va primi valoa-
rea A[i].

Acest algoritm a fost demonstrat
matematic de cãtre cei doi cercetãtori
ºi algoritmul a primit numele amân-
durora.

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau în citirea
ºirului cifrelor de pe ultima coloanã;
deoarece avem N litere, ordinul de
complexitate al operaþiei este O(N).

Determinarea frecvenþelor de
apariþie se realizeazã în timp liniar
prin simpla parcurgere a ºirului.
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Construirea ºirului de corespon-
denþe se realizeazã tot în timp liniar
deoarece la fiecare pas este realizatã
câte o corespondenþã.

Pentru afiºarea datelor de ieºire
(a cuvântului cãutat) se realizeazã o
simplã parcurgere a ºirului de cores-
pondenþe, deci aceastã operaþie are
ordinul de complexitate O(N).

Transformarea cifrelor la
începutul ºi sfârºitul algoritmului se
realizeazã liniar.

În concluzie, algoritmul de rezol-
vare a acestei probleme are ordinul
de complexitate O(N) + O(N) +
O(N) + O(N) + O(N)= O(N).

P040620: Produse
Pentru o permutare data p, produsul
elementelor va fi: (n!)p · (n!)u. Deoa-
rece vor fi înmulþite n! permutari, re-
zultatul va fi (n!)p+u+1.

Pentru un numãr întreg X, nu-
mãrul K de cifre ale acestuia va satis-
face urmãtoarea inegalitate: 10K ≤ X
< 10K+1. 

Logaritmând aceastã inegalitate
(în baza 10), obþinem: K ≤ log10 X <
K + 1. 

Aplicând aceastã inegalitate în
problema noastrã obþinem: K ≤ (p +
u + 1) · log10 n! < K + 1. 

Pentru a determina soluþia aces-
tui sistem de inegalitãþi, putem fie sã
folosim egalitatea log (a · b) = log a
+ log b obþinând log10 n! = log10 1 +
log10 2 + ... + log10 n, fie sã folosim
formula lui Stirling de aproximare a
factorialului: n! ≈ (2· π · n)1/2 · (n/e)n ·
e1 + 1/(12·n) + O(1/n2).

Pentru prima variantã, ordinul de
complexitate al algoritmului este
O(n), iar pentru a doua ordinul de
complexitate este O(1).

Mai trebuie menþionat faptul cã
aceastã formulã îi
este atribuitã incorect
scoþianului James
Stirling (1692 - 1770).
Cel care a enunþat
pentru prima datã a
fost matematicianul
francez Abrahan de
Moivre (1667 - 1754).

P040621: Drum
Aceastã problemã poate fi rezolvatã
combinând algoritmul de sortare to-
pologicã a nodurilor unui graf aciclic
cu un algoritm de programare dina-
micã.

A sorta topologic nodurile unui
graf înseamnã a ordona nodurile în-
tr-un ºir A, astfel încât pentru ori-
care doi indici i ºi j, cu: i < j, nu exis-
tã nici un drum de la nodul Ai la no-
dul Aj. Practic, aceastã ordonare ga-
ranteazã o permutare în care nici un
nod nu apare mai devreme decât
strãmoºii lui.

Putem realiza aceastã ordonare
într-un timp de ordinul O(M), în
mai multe moduri. Unul dintre ele
este urmãtorul: eliminarea din graf a
nodurilor cu grad de intrare
zero ºi introducerea lor în
ºirul ce va reprezenta ordinea finalã,
repetarea acestui pas asupra grafului
astfel obþinut pânã când obþinem un
graf cu zero noduri. O altã idee este
aplicarea algoritmului de cãutare în
lãþime puþin modificat. 

Varianta în pseudocod a acestui
algoritm este:

algoritm CăutareÎnLăţime(nod)

parcursnod ← adevărat;

pentru fiecare nod fiu adiacent 
nodului nod execută

dacă nu parcursfiu
CăutareÎnLăţime(fiu)

sfârșit dacă

sfârșit pentru

adaugã la începutul listei A nodul
nod

sfârșit algoritm

Dupã aplicarea acestui algoritm,
ne va fi uºor sã calculãm pentru fie-
care nod douã numere: maxDnod re-
prezentând drumul cel mai lung care
începe din nod ºi numDnod reprezen-
tând numãrul de drumuri de lungime
maximã care încep în nod. 

Obþinerea acestor valori se poate
realiza conform urmãtoarei secvenþe
descrise folosind limbajul pseudo-
cod:

dacă maxDnod < maxDfiu + 1 atunci

maxDnod ← maxDfiu + 1;

numDnod ← numDfiu
sfârșit dacă

dacă maxDnod < maxDfiu + 1 atunci

numDnod ← numDnod + numDfiu
sfârșit dacă

Valorile vor fi calculate corect da-
cã fiu va fi procesat înainte de nod,
lucru asigurat prin procesarea nodu-
rilor în ordine inversã faþã de ordinea
datã de algoritmul de sortare topolo-
gicã.

Un algoritm recursiv care ne va
ajuta sã obþinem al k-lea cel mai lung
drum în ordine lexicograficã este pre-
zentat în cele ce urmeazã. La primul
pas, selectãm dintre nodurile cu grad
de intrare zero ºi care sunt primele

noduri în cel puþin un
drum de lungime maximã;
aceste noduri vor fi pro-
cesate în ordine lexicogra-
ficã. 

Dacã considerãm aceste noduri
sortate în ordine lexicograficã ºi 

sumDi_curent = numD1_curent +
numD2_curent + ... +numDi_curent, 

atunci al k-lea lanþ începe în nodul
x_curent cu proprietatea sumx-1 _curent
< k ≤ sumx _curent. 

Repetând acest pas pentru succe-
sorii lui x_curent vom obþine în final
întregul drum.

Analiza complexitãþii
Ordinul de complexitate al operaþiei
de citire a datelor este O(N), iar or-
dinul de complexitate al algoritmului
de sortare topologicã este O(M + N). 

Algoritmul care determinã prin
metoda programãrii dinamice numD
ºi maxD are ordinul de complexitate
O(M + N), iar algoritmul recursiv
are acelaºi ordin de complexitate
O(M + N). Prin urmare, ordinul de
complexitate al întregului algoritm
este O(M + N). 

Cu toate acestea, existã algoritmi
cu ordinul de complexitate O(N3)
care ar fi putut duce la soluþii care s-
ar fi încadrat în timpul de execuþie
admis. 

O capcanã a acestei probleme a
fost specificarea faptului cã ordinea
lexicograficã consideratã nu este cea

AAbbrraahhaamm  ddee
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utilizatã în cadrul codului ASCII, ci
literele mici erau considerate din
punct de vedere lexicografic ca fiind
mai mici decât literele mari. 

Citirea neatentã a propoziþiei ce
specificã acest lucru a dus pentru
unul dintre concurenþi la pierderea a
100 de puncte la aceastã problemã,
rezolvarea lui fiind corectã dacã nu
ar fi fost prezentã aceastã precizare.

P040622: Numere
Un algoritm corect pentru rezolvarea
acestei probleme constã într-o cãuta-
re exhaustivã în spaþiul soluþiilor. 

Totuºi, o cãutare naivã, care în-
cearcã fiecare permutare ar fi dus la
obþinerea a doar jumãtate din punc-
tajul maxim. 

Algoritmul de rezolvare propus
este este mult mai rapid ºi este bazat
pe anumite observaþii matematice. 

Dacã în soluþia noastrã avem: bi ≤
bi+1 ≤ ... ≤ bj, atunci suma |bi - bi+1| +
|bi+1 - bi+2| + ... |bj-1 - bj| se transformã
(explicitând modulele) în bi+1 - bi +
bi+2 - bi+1 + ... + bj - bj-1 = bj - bi, iar
în cazul în care avem bi ≥ bi+1 ≥ ... ≥
bj, atunci suma |bi - bi+1| + |bi+1 - bi+2|
+ ... |bj-1 - bj| se transformã (explici-
tând modulele) în bi - bi+1 + bi+1 - bi+2
+ ... + bj-1 - bj = bi - bj. 

Pe baza acestei observaþii putem 
trage concluzia cã daca notam cu x_i
minimele locale (indicii x cu proprie-
tatea bx-1 ≥ bx ≤ bx+1) iar cu y_i maxi-
mele locale (indicii y cu proprietatea
by-1 ≤ by ≥ by+1), atunci observãm cã
suma |b1 - b2| + .. + |bn - b1| este du-
blul sumei elementelor y_i din care
se scade dublul sumei elementelor
x_i). 

Dacã sortãm elementele ºirului a,
putem folosi un algoritm recursiv
back(x, nmin, nmax, currentsum),
unde x este indicele curent din a, nmin
este numãrul de minime locale pe ca-
re le avem la pasul curent, nmax nu-
mãrul de maxime locale ºi current-
sum suma curentã. 

La fiecare pas numãrul minime-
lor locale trebuie sã fie mai mare sau
egal decât numãrul de maxime locale,
iar în final numãrul minimelor locale
trebuie sã fie egal cu numãrul maxi-
melor locale. 

Soluþia va fi reprezentatã sub for-
ma unui ºir sol, în care soli = 0 dacã ai
nu este nici minim local nici maxim
local, soli = 1 dacã ai este minim lo-
cal, iar soli = 2 dacã ai este maxim lo-
cal. Putem observa de asemenea cã a1
este minim global, deci ºi minim
local, iar an este maxim global, deci ºi
maxim local.

Implementarea acestei idei ar fi
dus la obþinerea unui punctaj maxim. 

O altã idee abordatã cu succes de
un concurent a fost o cãutare localã
randomizatã. 

Mai concret, concurentul a por-
nit cu o permutare aleatoare a ºirului
a ºi a încercat interschimbãri de ele-
mente ai cu aj pentru a obþine o sumã
cât mai apropiatã de suma cerutã.
Dacã nu se mai putea realiza o opti-
mizare a soluþiei curente, concuren-
tul încerca sã porneascã de la o nouã
permutare. 

Alþi concurenþi au încercat sã
implementeze idei asemãnãtoare, dar
nu au obþinuit rezultate comparabile.

Analiza complexitãþii
Soluþia prezentatã are cu siguranþã
un ordin de complexitate cel mult
egal cu O(3n). Restricþia suplimenta-
rã ca numãrul de minime locale sã fie
mai mic decât numãrul de maxime
locale, ne duce cu gândul la numãrul
de parantezãri ºi la numerele lui
Catalan. 

Pentru soluþia inventivã rando-
mizatã este ºi mai greu de estimat or-
dinul de complexitate. De astfel de
soluþii avem nevoie în cazul unor
probleme foarte greu abordabile cu
algoritmii clasici.


