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Min, max...

Heap-uri de INTERVALE

Mihai Scortaru

Principalul dezavantaj al heap-vurilor il constituie imposibilitatea de a
determina rapid atéat elementul minim, cat si elementul maxim al unei
secvente de elemente intre care se poate stabili o relatie de ordine. in cadrul
acestui articol vom propune o structurda de date care rezolvé acest dezavantaj.

Heap-urile de intervale sunt structuri
de date care permit determinarea in
timp constant atit a minimului, cit si
a maximului unei secvente de elemen-
te.

Fiind o structurd de date derivatd
din heap, heap-ul de intervale va tre-
bui s3 respecte o proprietate de heap,
evchivalentd cu cea a heap-urilor obis-
nuite.

Pe langd aceastd proprietate, struc-
tura de date va trebui sd permitd de-
terminarea In timp constant a elemen-
telor minim i maxim, precum si ster-
gerea acestor elemente (cu pistrarea
proprietitii de heap) in timp logarit-
mic. Pe lingd aceste operatii, heap-u-
rile de intervale trebuie s3 permiti
addugarea unui element in timp lo-
garitmic.

Definitie

Un heap de intervale este foarte ase-
mindtor cu un heap
obisnuit. El poate fi
privit ca fiind un
arbore binar
complet si
poate fi
stocat
intr-

Totusi, existd doud diferente sem-
nificative. Prima dintre ele o consti-
tuie faptul cd fiecare element al heap-
ului va contine doud valori in loc de
una. Cele doud valori (prima este mai
mici sau egali cu a doua) reprezinti
un interval. Ultimul nod, poate si
contini un singur element, in cazul
in care numdrul elementelor care tre-
buie pistrate este impar.

Ca urmare, un heap de intervale
care trebuie sd pastreze N valori, va
contine un numir de elemente egal
cu partea intreagd superioard a valorii
N/2.

Cea de-a doua diferentd semnifi-
cativd este dati de proprietatea de
heap. Pentru heap-urile de intervale,
aceastd proprietate specifici faptul ci
intervalul corespunzitor unui nod

trebuie s fie inclus in in-
tervalul corespunzitor pi-
rintelui nodului res-

O alti formulare ar putea fi: in-
tervalul corespunzitor unui nod tre-
buie s3 includi intervalele corespun-
zdtoare fiilor nodului respectiv.

Studiind aceastd structurd putem
trage concluzia cd extremititile stingi
ale intervalelor formeazd un heap
obisnuit in care ridicina contine mi-
nimul, In timp ce extremititile drepte
formeazd un alt heap obisnuit in care
ridicina contine maximul.

In imaginea de pe aceasti pagini
este prezentat un heap de intervale.

Observim ci, la fel ca si in cazul
heap-urilor obisnuite, pot exista mai
multe elemente cu valori egale.

Minim si maxim

Se observd imediat, pe baza proprie-
tatii de heap de intervale, ci interva-
lele corespunzitoare oricirui nod
sunt incluse 1n intervalul corespun-
zdtor ridicinii.

Asadar, putem trage imediat con-
cluzia ci elementul minim este extre-
mitatea stangi a intervalului cores-
punzitor riddcinii, iar elementul ma-
xim este extremitatea dreaptd a aces-
tui interval.

Ca urmare, operatiile de determi-
nare a minimului i maximului
pot fi implementate in timp
constant deoarece implici doar
accesarea riddcinii arborelui
(primul element al vectoru-
lui in care este stocat heap-
ul de intervale).

O versiune a algoritmului de
determinare a minimului, care preve-
de toate situatiile care pot apdrea,
este urmatoarea:



algoritm determindMinim atunci valoarea este adiugatd ultimu- i 82 (nu sunt inserdri succesive, ci
dacd heap-ul este vid atunci lui element. Acesta va contine inseriri pornind de la heap-ul pre-
semnaleazd eroare un interval dupi inversarea zentat anterior). Prezentdm in con-
altfel ordinii celor doud tinuare algoritmul care reali-
dacd rdddcina este ultimul nod  valori da- zeazd inserarea
si contine o singurd valoare 3 este unui element.
atunci cazul.

returneazd valoarea
corespunzdtoare raddcinii
altfel
returneazi extremita
tea stangd a intervalului
corespunzator raddcinii
sfargit dacd

sfarsit dacd In cazul in care inaintea in- algoritm inserare(x):
sfarsit algoritm serdrii ultimul element conti- dacd heap-ul este vid atunci
nea doui valori, atunci se cre- creeazd un nou nod care
Algoritmul pentru deter- eazd un nou element care va con- contine doar valoarea x si
minarea maximului este foarte ase- tine o singuri valoare. Dupi adduga- adaungd acest nod heap-ului
manitor: rea valorii, aceasta trebuie si "urce" ca ultim element
in arbore intr-un mod asemindtor altfel
algoritm determiniMaxim celui de la heap-urile obisnuite. Dacd dacd ultimul element al
dacd heap-ul este vid atunci noul element a devenit o extremitate heap-ului contine o

semnaleazd eroare
altfel
dacd rdddcina este ultimul
nod si contine o
singurd valoare
atunci

stangd, atunci elementul singurd valoare y

va "urca" in heap-ul atunci

corespunzator insereazd valoarea in

ultimul element al heap-ului

dacd x < y atunci
intervalul corespunzator ul-
timului element este [x,y]

altfel

intervalul corespunzator ul-
timului element este [y, x]

sfarsit dacd

sfarsit dacd
cat timp x nu este in

extremitdtilor stangi, iar In caz con- intervalul [a,b] corespunzdtor
trar va urca in heap-ul corespunzitor parintelui si x nu face parte din
extremitdtilor drepte, respectindu-se elementul radicind executd
relatiile de ordine corespunzi- dacd x < a atunci
returneazd valoarea toare celor doud heap-uri interschimbd x cu a
corespunzdtoare raddcinii  (minim pentru extremi- altfel

altfel tatea stingd interschimbd x cu b

returneazd extremitatea sl maxim

dreaptd a intervalului ~ pentru

corespunzator raddcinii

sfargit dacd
sfarsit dacd

sfarsit algoritm

Inserarea
Pentru a insera o valoare, acesta
este adiugat la sfarsitul vectoru-
lui. In cazul in care inaintea
inseririi, ultimul element
continea o singurd valoare,

cea dreaptd). Imaginile de pe aceastd sfarsit dacid
pagind prezintd configuratia sfarsit cit timp
heap-ului dupd ce au fost inse- sfarsit dacid

rate elemente cu valorile 18,27  sfarsit algoritm
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Eliminarea minimulvi si
a maximului !
Pentru a elimina
elementul minim al
heap-ului de interva-
le, extremi-
tatea stangd
a ridicinii
este inlo-
cuitd
cuun
gol. In

continuare, golul coboari in
arbore, fiind inlocuit cu cea
mal micd extremitate stingd
dintre cele ale fiilor. fn mo-
mentul in care golul ajunge la o frun-
73, acesta este inlocuit cu una dintre
extremititile ultimului element i apoi
valorile pdstrate in frunza respectivi
sunt ordonate.

In continuare, elementul preluat
din ultimul nod "urci" in arbore pa-
ni la pozitia sa corectd (Intr-o ma-
nierd similari celei de la inserare).
Acum, daci ultimul element contine
numai golul, acesta este eliminat din
heap-ul de intervale.

Prezentdm in continuare algorit-
mul de stergere a elementului minim.

algoritm eliminaMinim
dacd heap-ul este vid atunci
semnaleazd eroare
altfel
dacd rdddcina este ultimul nod
atunci
dacd rdddcina contine o
singurd valoare atunci
sterge valoarea si elimind
nodul (heap-ul devine vid)
altfel
sterge extremitatea stingd
a rdddcinii (rdddcinard-
mdne cu o singurd valoare)
sfarsit dacd
altfel
inlocuieste extremitatea

stangd a raddcinii cu un gol

cat timp nodul curent
nu este frunzd executd
interschimba golul cu
cea mai micd extremi-
tate stangd dintre
cele ale fiilor
sfarsit cat timp

dacd frunza nu este
ultimul element al
arborelui

atunci
interschimbd golul cu o
extremitate a intervalului
din ultimul nod
ordoneazd extremitatile
urcd in arbore valoarea
preluatd din ultimul element
sfarsit dacd
dacd ultimul element al
arborelui este vid atunci
eliming ultimul element
sfarsit dacd
sfargit dacd
sfarsit dacd
sfarsit algoritm

Pentru a elimina elementul ma-
xim al heap-ului de intervale, extre-
mitatea dreaptd a ridicinii este inlo-
cuiti cu un gol. In continuare, golul
coboari in arbore, fiind inlocuit cu
cea mai mare extremitate dreaptd
dintre cele ale fiilor. In momentul in
care golul ajunge la o frunzi, acesta
este Inlocuit cu una dintre extremiti-
tile ultimului element si apoi valorile
pistrate in frunzi sunt ordonate. In
continuare, elementul preluat
din ultimul nod "urci" in
arbore pand la pozitia sa
corectd (Intr-o ma-
nierd si-
milard

celei de la inserare). Acum, daci ulti-
mul element contine numai golul,
acesta este eliminat din heap-ul de
intervale.

Prezentim in continuare algorit-
mul de stergere a elementului maxim.

algoritm elimindMaxim
dacd heap-ul este vid atunci

semnaleazd eroare

altfel

dacid rdddcina este
ultimul nod atunci
dacd rdddcina contine o
singurd valoare atunci
sterge valoarea si elimind
nodul (heap-ul devine vid)
altfel
sterge extremitatea
dreaptd a raddcinii (rdddcina
ramane cu o singurd valoare)
sfargit dacd

altfel

inlocuieste extremitatea
dreaptd a raddcinii cu un gol
cat timp nodul curent nu
este frunzd executd
interschimbd golul cu cea
mai mare extremitate
dreaptd dintre cele ale fiilor
sfargit cat timp
dacd frunza nu este ultimul
element al arborelui atunci
interschimbd golul cu o
extremitate a intervalului
din ultimul nod
ordoneazd extremitatile
sfargit dacd
dacid ultimul element al
arborelui este vid atunci
elimind ultimul element
wurcd in arbore valoarea
preluatd din ultimul element

sfarsit dacd
sfarsit dacd
sfarsit dacd

sfarsit algoritm

{n imagini sunt prezentate heap-u-
rile de intervale obtinute dupi elimi-
narea minimului, respectiv a maxi-
mului, din heap-ul considerat initial.



