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Min, max... 

Heap-uri de INTERVALE
Mihai Scorþaru

Principalul dezavantaj al heap-urilor îl constituie imposibilitatea de a
determina rapid atât elementul minim, cât ºi elementul maxim al unei
secvenþe de elemente între care se poate stabili o relaþie de ordine. În cadrul
acestui articol vom propune o structurã de date care rezolvã acest dezavantaj. 

Heap-urile de intervale sunt structuri
de date care permit determinarea în
timp constant atât a minimului, cât ºi
a maximului unei secvenþe de elemen-
te.

Fiind o structurã de date derivatã
din heap, heap-ul de intervale va tre-
bui sã respecte o proprietate de heap,
evchivalentã cu cea a heap-urilor obiº-
nuite.

Pe lângã aceastã proprietate, struc-
tura de date va trebui sã permitã de-
terminarea în timp constant a elemen-
telor minim ºi maxim, precum ºi ºter-
gerea acestor elemente (cu pãstrarea
proprietãþii de heap) în timp logarit-
mic. Pe lângã aceste operaþii, heap-u-
rile de intervale trebuie sã permitã
adãugarea unui element în timp lo-
garitmic.

Definiþie
Un heap de intervale este foarte ase-
mãnãtor cu un heap
obiºnuit. El poate fi
privit ca fiind un
arbore binar
complet ºi
poate fi
stocat
într-
un
ºir.

Totuºi, existã douã diferenþe sem-
nificative. Prima dintre ele o consti-
tuie faptul cã fiecare element al heap-
ului va conþine douã valori în loc de
una. Cele douã valori (prima este mai
micã sau egalã cu a doua) reprezintã
un interval. Ultimul nod, poate sã
conþinã un singur element, în cazul
în care numãrul elementelor care tre-
buie pãstrate este impar. 

Ca urmare, un heap de intervale
care trebuie sã pãstreze N valori, va
conþine un numãr de elemente egal
cu partea întreagã superioarã a valorii
N / 2. 

Cea de-a doua diferenþã semnifi-
cativã este datã de proprietatea de
heap. Pentru heap-urile de intervale,
aceastã proprietate specificã faptul cã
intervalul corespunzãtor unui nod

trebuie sã fie inclus în in-
tervalul corespunzãtor pã-

rintelui nodului res-
pectiv.

O altã formulare ar putea fi: in-
tervalul corespunzãtor unui nod tre-
buie sã includã intervalele corespun-
zãtoare fiilor nodului respectiv.

Studiind aceastã structurã putem
trage concluzia cã extremitãþile stângi
ale intervalelor formeazã un heap
obiºnuit în care rãdãcina conþine mi-
nimul, în timp ce extremitãþile drepte
formeazã un alt heap obiºnuit în care
rãdãcina conþine maximul.

În imaginea de pe aceastã paginã
este prezentat un heap de intervale.

Observãm cã, la fel ca ºi în cazul
heap-urilor obiºnuite, pot exista mai
multe elemente cu valori egale.

Minim ºi maxim
Se observã imediat, pe baza proprie-
tãþii de heap de intervale, cã interva-
lele corespunzãtoare oricãrui nod
sunt incluse în intervalul corespun-
zãtor rãdãcinii. 

Aºadar, putem trage imediat con-
cluzia cã elementul minim este extre-
mitatea stângã a intervalului cores-
punzãtor rãdãcinii, iar elementul ma-
xim este extremitatea dreaptã a aces-
tui interval. 

Ca urmare, operaþiile de determi-
nare a minimului ºi maximului
pot fi implementate în timp
constant deoarece implicã doar
accesarea rãdãcinii arborelui

(primul element al vectoru-
lui în care este stocat heap-
ul de intervale).

O versiune a algoritmului de
determinare a minimului, care preve-
de toate situaþiile care pot apãrea,
este urmãtoarea:
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algoritm determinăMinim

dacă heap-ul este vid atunci

semnaleazã eroare
altfel

dacă rãdãcina este ultimul nod 
ºi conþine o singurã valoare

atunci

returnează valoarea 
corespunzãtoare rãdãcinii

altfel

returnează extremita
tea stângã a intervalului 
corespunzãtor rãdãcinii

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit algoritm

Algoritmul pentru deter-
minarea maximului este foarte ase-
mãnãtor:

algoritm determinăMaxim

dacă heap-ul este vid atunci

semnaleazã eroare
altfel

dacă rãdãcina este ultimul 
nod ºi conþine o
singurã valoare
atunci

returnează valoarea 
corespunzãtoare rãdãcinii

altfel

returnează extremitatea 
dreaptã a intervalului 

corespunzãtor rãdãcinii
sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit algoritm

Inserarea
Pentru a insera o valoare, acesta
este adãugat la sfârºitul vectoru-
lui. În cazul în care înaintea
inserãrii, ultimul element
conþinea o singurã valoare,

atunci valoarea este adãugatã ultimu-
lui element. Acesta va conþine
un interval dupã inversarea
ordinii celor douã
valori da-
cã este
cazul.

În cazul în care înaintea in-
serãrii ultimul element conþi-
nea douã valori, atunci se cre-

eazã un nou element care va con-
þine o singurã valoare. Dupã adãuga-
rea valorii, aceasta trebuie sã "urce"
în arbore într-un mod asemãnãtor
celui de la heap-urile obiºnuite. Dacã
noul element a devenit o extremitate

stângã, atunci elementul
va "urca" în heap-ul

corespunzãtor

extremitãþilor stângi, iar în caz con-
trar va urca în heap-ul corespunzãtor
extremitãþilor drepte, respectându-se
relaþiile de ordine corespunzã-
toare celor douã heap-uri
(minim pentru extremi-
tatea stângã
ºi maxim
pentru

cea dreaptã). Imaginile de pe aceastã
paginã prezintã configuraþia
heap-ului dupã ce au fost inse-
rate elemente cu valorile 18, 27

ºi 82 (nu sunt inserãri succesive, ci
inserãri pornind de la heap-ul pre-

zentat anterior). Prezentãm în con-
tinuare algoritmul care reali-

zeazã inserarea
unui element.

algoritm inserare(x): 
dacă heap-ul este vid atunci

creeazã un nou nod care 
conþine doar valoarea x ºi 

adaugã acest nod heap-ului 
ca ultim element

altfel

dacă ultimul element al 
heap-ului conþine o 

singurã valoare y 
atunci

insereazã valoarea în 
ultimul element al heap-ului
dacă x < y atunci

intervalul corespunzãtor ul-
timului element este [x,y]

altfel

intervalul corespunzãtor ul-
timului element este [y,x]

sfârșit dacă

sfârșit dacă

cât timp x nu este în 
intervalul [a,b] corespunzãtor
pãrintelui ºi x nu face parte din

elementul rãdãcinã execută

dacă x < a atunci

interschimbã x cu a

altfel

interschimbã x cu b

sfârșit dacă

sfârșit cât timp

sfârșit dacă

sfârșit algoritm
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Eliminarea minimului ºi
a maximului
Pentru a elimina
elementul minim al
heap-ului de interva-
le, extremi-
tatea stângã
a rãdãcinii
este înlo-
cuitã
cu un
gol. În

continuare, golul coboarã în
arbore, fiind înlocuit cu cea
mai micã extremitate stângã
dintre cele ale fiilor. În mo-

mentul în care golul ajunge la o frun-
zã, acesta este înlocuit cu una dintre
extremitãþile ultimului element ºi apoi
valorile pãstrate în frunza respectivã
sunt ordonate. 

În continuare, elementul preluat
din ultimul nod "urcã" în arbore pâ-
nã la poziþia sa corectã (într-o ma-
nierã similarã celei de la inserare).
Acum, dacã ultimul element conþine
numai golul, acesta este eliminat din
heap-ul de intervale.

Prezentãm în continuare algorit-
mul de ºtergere a elementului minim.

algoritm eliminăMinim

dacă heap-ul este vid atunci

semnaleazã eroare
altfel

dacă rãdãcina este ultimul nod
atunci

dacă rãdãcina conþine o 
singurã valoare atunci

ºterge valoarea ºi eliminã 
nodul (heap-ul devine vid)

altfel

ºterge extremitatea stângã 
a rãdãcinii (rãdãcinarã-

mâne cu o singurã valoare)
sfârșit dacă

altfel

înlocuieºte extremitatea 
stângã a rãdãcinii cu un gol

cât timp nodul curent 
nu este frunzã execută
interschimbã golul cu 
cea mai micã extremi-
tate stângã dintre 

cele ale fiilor
sfârșit cât timp

dacă frunza nu este 
ultimul element al

arborelui 

atunci

interschimbã golul cu o 
extremitate a intervalului 

din ultimul nod
ordoneazã extremitãþile 
urcã în arbore valoarea 

preluatã din ultimul element
sfârșit dacă

dacă ultimul element al 
arborelui este vid atunci

eliminã ultimul element 
sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit algoritm

Pentru a elimina elementul ma-
xim al heap-ului de intervale, extre-
mitatea dreaptã a rãdãcinii este înlo-
cuitã cu un gol. În continuare, golul
coboarã în arbore, fiind înlocuit cu
cea mai mare extremitate dreaptã
dintre cele ale fiilor. În momentul în
care golul ajunge la o frunzã, acesta
este înlocuit cu una dintre extremitã-
þile ultimului element ºi apoi valorile
pãstrate în frunzã sunt ordonate. În
continuare, elementul preluat
din ultimul nod "urcã" în
arbore pânã la poziþia sa
corectã (într-o ma-
nierã si-
milarã

celei de la inserare). Acum, dacã ulti-
mul element conþine numai golul,
acesta este eliminat din heap-ul de
intervale.

Prezentãm în continuare algorit-
mul de ºtergere a elementului maxim.

algoritm eliminăMaxim

dacă heap-ul este vid atunci

semnaleazã eroare
altfel

dacă rãdãcina este 
ultimul nod atunci

dacă rãdãcina conþine o 
singurã valoare atunci

ºterge valoarea ºi eliminã 
nodul (heap-ul devine vid)

altfel

ºterge extremitatea 
dreaptã a rãdãcinii (rãdãcina 
rãmâne cu o singurã valoare)
sfârșit dacă

altfel

înlocuieºte extremitatea 
dreaptã a rãdãcinii cu un gol
cât timp nodul curent nu 

este frunzã execută
interschimbã golul cu cea 

mai mare extremitate 
dreaptã dintre cele ale fiilor

sfârșit cât timp

dacă frunza nu este ultimul 
element al arborelui atunci

interschimbã golul cu o 
extremitate a intervalului 

din ultimul nod
ordoneazã extremitãþile

sfârșit dacă

dacă ultimul element al 
arborelui este vid atunci

eliminã ultimul element 
urcã în arbore valoarea 

preluatã din ultimul element
sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit algoritm

În imagini sunt prezentate heap-u-
rile de intervale obþinute dupã elimi-
narea minimului, respectiv a maxi-
mului, din heap-ul considerat iniþial.


