Axioma supliment matematic-nr.30

ASUPRA IRATIONALITATII NUMERELOR
DE FORMA cos n%$SI sinn% n € N.
Prof.dr. Gheorghe Simion, Universitatea ,, Po/izebnica” Bucuresti i prof.Victor Minea, Mizil

Tn prezenta lucrare vom demonstra o teoremi care ne va da rispuns la
intrebarea: Fie n e N, cos N0 este numir rational sau irational?. Dar Sin no este numar
rational sau irational? Rezultatul principal al acestei lucriti este dat de urmatoarea
teorema :

Teorema

Fiene {0,1,2,...,360}.
a) cosn’e Q < n e {0,60,90,120,180,240,270,300,360}.
b) sinnteQ < ne {0,30,90,150,180,210,270,330,360}.
Demonstratia acestei teoreme va rezulta din urmatoarelor rezultate:
Lemal
Fie x e R, ne N¥*, atunci:
a)  COSNX = C0S"X — C2cos™~2x SINZX +(C2cosm—4x SINMX +...

n=Sysin®xt ...

b) sinNX = Cleos™ixsinx - C3cos™ 3xsin®x + Chcos
Demonstratie
Din formula lui Moivre obtinem :
(cosx + isinx)n=cosnx+ isinnXx.
Din formula lui Newton obtinem :
(cosx + isinx)n=cos"X + (Cloos™ x(iSiNX) + (2cosn2x(iSiNX)2+...
Egaland pirtile reale si partile imaginare din aceste dezvoltari obtinem rezultatul enuntat.
Lema 2
Fie x eR, ne N¥*, atunci:
a) Dacidtosx € Q => cosnx € Q.
b) Dacisinx e Q, nimpar == sinnx € Q.
Demonstratie
Rezultd imediat, aplicand Lema 1
Lema 3
Fie x e R, ne N¥*atunci:
a) Dacicosnx ¢ Q =>c0sXx ¢ € Q.
b) Daci sinnx ¢ Q, nimpar => sinx ¢ Q.
Demonstratie
Rezultd din Lema 2
Lema 4
Fier €{1,2,3,4,5,6,9,10,12,15,20,30,36,45}, atunci cosr’ ¢ Q
Demonstratie

V8

Din cos3o® =

Deci daci re {1,2,3,5,6,10,15,30}, cosr® ¢ Q
V2

¢ Q rezulti, aplicAind Lema 3, daci r este divizor al lui 30, cosr’ ¢ Q.

Din cos45° = Y2 ¢ Q, analog, rezulti cos9’ ¢Q .
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Rimane de aritat ci dacd r € {4,12,20,36},cosr’ Q.
Vom arati in cele ce urmeaza ci,_c0s20° ¢ Q.
Fie x=200, deci vrem si ardtam ci , (05X ¢ Q.

Din cos60° :% =>(033X =% => 4cos3x-3005x=% => 8 (033X - 6c0sXx — 1 = 0. Deci cosx

este solutie a ecuatiei 8y3-6y-1=0 . Daci (05X € Q, y=c0sX ar trebui si fie £L,+—;+—;+

N |-
|-

=

. Deci

O Nk

Acest lucru se dovedeste cd nu este adevarit, prin verificare directd. Deci cosr’ ¢
cos20° ¢Q .

Aplicand acum Lema 3 si faptul ci, _c0s20° ¢ Q, rezulti ci, 0S40 ¢ Q.

Acum vom ardta ci, _cos36° ¢ Q.

Fie x=369, deci vrem si aritam ci, 05X ¢ Q.

Din c0s1800=-1 => c0os5x=-1. Din Lema 1 rezult ci (05X - C2cos3x SIX + C&cosx

sin4x=-1.Notam cosx=y, obtinem ecuatia care are ca ridacini pe 08X,

y5-10y3(1-y2)+5y(1-y2)2=-1 => 16y5-20y3+5y+1=0. Daci t0sX € Q, y=(0Sx ar trebui si
1.1 1

fiets i%;iz;ig;il_e . Acest lucru prin verificare directd se dovedeste a fi fals. Deci

cos36° ¢Q

Deoarece 12 este divizor al lui 36, _cos36° ¢Q , din Lema 3 rezulti cos12° ¢ Q .
Lema 4 este complet demostrata.

Reamintim acum celebra Teoremai a lui Euclid:

Teorema(Euclid)

Fie p, g € N*. Notam (p,q) c.m.m.d.c al numerelor p si g. Atunci:

(P.g)=r <3 mn e Zastfelincdt p m+qn=r.

Lema 5

Fie p €{1,2,3,..,89} \ {60}. Atunci cosp’ Q.

Demonstratie

Fie p €{1,2,3,..,89} \ {60}. Atunci (p,180)=r «{1,2,3,4,5,6,9,10,12,15,20,30,36,45}.
Conform teoremei lui Euclid, existi m,n e Z astfel incat p- m + 180 - n=r =>
po -m+ 1800 .n=r° =>cos (p° -m + 1800 - n) = cosro=> cos( p° - m)= + CosIO.
Din Lema 4 rezulti cosr’ ¢ Q. Decicos(p? -m) ¢ Q.

Din Lema 3 rezulti ci, cos p° ¢ Q

Folosind acum Lema 5, c0s0°=1 € Q, 005600=% e Q, 0s900=0 e Q si proprietitile

clementate ale functiilor (08X Si Sinx rezultd Teorema enuntati la inceputul lucrisii.
Incheiem cu urmitorul exemplu:

Si se decidi daca 0s20090%ste rational sau irational.

Avem: 20090= 5. 3600 +209° => cos 2009°= c0s209°. Aplicand teorema de la Tnceputul
lucririi obtinem c4, (0s2009%¢ Q.
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@) DEMONSTRATIE A TEOREMEI LUI THALES

lon Ghica, Rm. Valcea

In manualul de Matematici pentru clasa a VII-a, editiile anterioare anului 20006,
Teorema lui Thales este demonstrati numai pentru rapoatte cu numere rationale.

In anul 2006, Editura Radical, din Craiova, scoate manualul de Matematici
pentru clasa a Vll-a, in care Teorema lui Thales are o demonstratie bazati pe aria
trapezului §i constructii auxiliare, iar reciproca teoremei este demonstratd prin Metoda
Reducerii la Absurd ca st in manualele anterioare.

In cele ce urmeazi, prezint o demonstratie completd si unitard a Teoremei lui
Thales, precum si a reciprocei ei folosind ,,aria triunghiului”.

Ideea demonstratiei teoremei cu aria triunghiului” mi-a fost sugerati de
urmdtoarea problemid: ,, Se considerd triunghiul ABC si M e(BC). Ardtati ca

BM _ Avew) ( p . —aria triunghiului PQR)”.
MC A(ACM)

Teorema lui Thales
Se consideri triunghiul ABC, D € AB si E € AC. DE || BC daci si numai

daci A
AD _ AE
DB EC

D

Denmronstratie. E
B
C

Cazul I: D € (AB) si E <(AC) .
AD AE  AD-d(C,AB) AE-d(B,AC)

DB EC © 5542 2

DB-d(C,AB) _ EC.d(B,AC) =
2 2

A(CAD) _ A(BAE) PN A(CAD) +A(CBD) _ A(BAE) +A(BCE) PN A(ABc) _ A(ABc) PN A«:BD) _ A(BCE) PN
A(CBD) A(BCE) A(CBD) A(BCE) A(CBD) A(BCE)
o BC 'd(ZD’BC) _BC 'd(ZE'BC) < d(D,BC) =d(E,BC) < DE || BC.
(d(P,MN) = distanta de la punctul P la dreapta MN). A
Cazul Il: D e AB astfel incit Be(AD) si EeAC astfel incat
C < (AE). B C
Se aplici Teorema lui Thales pentru cazul 1 (Be(AD) si
C < (AE)). D E
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AB AC AB+BD AC+CE AD _ AE

BC | DE < — = & —
BD CE BD CE DB EC
Asadar, pg | BC < AD _ AE
" EC
Cazul lIl: D e AB astfel incat Ae(BD) si E e AC astfel incdt < (Ec)
AD-d(C,BD) AE-d(B,CE) E

AD AE 2 2 A(cAD) A(BAE)
— = = = = =
DB EC DB - d(C’ BD) EC- d(B*CE) A(CBD) A(BCE)

2 2
o A(CBD) _A(CAD) _ A(BCE) _A(BAE) o A(ABC) _ A(ABC) o

A(CBD) A(BCE) A(CBD) A(B(:E)

BC-d(D,BC) BC-d(E,BC B C

< Acp) = Apee) < (2 ). ( )<:>d(D,BC):d(E,BC)c> DE || BC.

2

CE SUNT POLINOAMELE CEBASEYV ?
Prof. dr. Miron Oprea si Prof. Gratiela Calean

Pafnutie Lvovici Cebasev a fost un celebru
matematician rus din secolul al XIX-lea care a elaborat lucriri
originale n zoria probabilititilor, IN calenlul variational, N teoria
numerelor (J.J. Sylvester |-a numit zzvingdtorul numerelor prime, care a
Jortat torentul capricios al acestora sd “intre in limitele algebrei”), I
calculul integral (in 1853 a analizat toate cazurile de integrabilitate
a diferentialelor binome). Este considerat creatorul teoriei celei
mai bune aproximiri a functilor prin polinoame. Are
contributii importante n teoria mecanismelor, a balisticii si in foarte
multe alte domenii cu caracter aplicativ. P.L. Cebasev a fost
profesor la Universitatile din Moscova si Petersburg si membru
al Academiilor de Stiinte din Petersburg, Betlin, Paris si al Royal Society din Londra.

In lucririle legate de #eoria celei mai bune aproximari a functiilor prin polinoame (tem si
azi importantd), Cebasev introduce doud tipuri de polinoame care au ramas, in literatura
de specialitate, sub numele de polinoame Cebiger de prima si de a doua spetd. In cele ce

urmeaza vom prezenta cititorului nostru definitia §i proprietitile semnificative ale
acestora.

1821 -1894

I. Polinoamele Cebigev de prima speta

Definitie:  Se  numeste  polinom  Cebasev de  prima  speta  polinomul de  forma
T, (x) =cosn@unde X =c0s6 s neN.
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n=0=T,(x)=1 n=4=T,(x)=8x"-8x"+1
Calculand pentru: n=1= T,(x) =X n=5= T,(x) =16x° — 20x° + 5x
n=2=T,(x)=2x"-1

n=6= T,(X) =32x° —48x4+18x* -1
n=3= T,(x) =4x*-3x

observim ci se obtin o serie de polinoame in care n = grad.T,(x), T,(x)=2""Xx" +...,

(adica, coeficientul director al polinomului este 2"*)si polinoamele de grad impar contin
numai monoame de grad impar, iar cele de grad par contin numai monoame de gard par.
Mai observam ca:

T, ., (X) =cos(n+1)6 = cos(nd +0)

=T, ,(X)+T, _,(X)=2cosndcosd = 2xT, (X)
T, ,(x) =cos(n—1)0 = cos(nb — )

Deci, aceste polinoame verifici relatia de recurenti: | T, ,;(X) = 2XT(X) =T, _;(X)| care

functionezd pentru N>1; T (x)=1 si T;(X) =X fiind dati.

Cercetand cu atentie polinoamele incepand cu T,(X) = X, observim ca:

2x 1 0 0
2x 1 0
2x 1 ] ] 1 2x 0
Tz(x)=‘1 X‘:Zle(x)—To(x),To(x)z 1 2x  1{=2XT,(x); T,(x)= 0 1 2 1=2xT3(x)—T2(x)
0 1 x
0 0 1 x
2x 1 0 0. .. 0 O O
2x 1 0 0 O 1 2x 1 0...0 0 O
1 2x 1 0 0 0 1 2x1...0 0 O
T(x)=|0 1 2x 1 O0[=2xT,(X)—Ty(X);...;T . (X)=]|. . Lo oo L =2XT,(X) - T, (x)
0 0 1 2x 1 . . P
0 0 0 1 x 0 0 0 0 .. .1 2x 1
0 0 0 0. ..0 1 x
Ceea ce inseamni cd polinomul Cebésev de primi spetd, de gradul N este determinantul
2x 1 0 . .. 0 2x 1 0 0 ... O
de ordinul n, |1 2x 1 . . . 0 1 2x 1 0 ... 0| (aceasta fiind o
0 1 2x 1 .. O|=detj0 1 2x 1 ... O
o 0 0 . .. Ix 0 0 0 0 ... I

matrice patratd de ordinul N tridiagonala).
Pe de alti parte, folosind formula lui Moivre (cos6+isin@)" =cosn@+isinng,

géSIm:Tn(x):cosn9:cos"e—[n]cos"’zQsinz9+[n]cos""‘95in"9—...:x"—[n](l—xz)x"’z+[n](l—xz)zx”"’—...’ in
2 4 2 4
care coeficientul director este: 1, (M|, [M], _om
2 4
Mai observam ci Tn(x):cos(narcosx):%[(xn 1—x2) +(x—i\/l—x2) }
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Proprietati
Din relatia de recurentd si din definitie, rezultd urmitoarele proprietiti ale
polinoamelor Cebagev de prima speta:

L TZn (X) = TZn(_X)
2. Ty (=X) ==Tp,1(=X)
3. Zerourile polinomului T, (x) suntinintervalul (—1,1) deoarece

2k - N

T, (X) =0 < cos(narccos x) = 0= narccos X = (2k —1)% <> arccos X = 5
n

2k -
2n
4.1, (1)= cos(narccos1) =cos(n.2kz ) =1;T,, (—1) = cos(2narccos(—1)) = cos 2n(2k +1) 7 =1;

T, (—1) = cos[ (2n+1)arccos(-1)) | = cos(2n+1)(2k +1) 7 = -1

= alCCOS X =

2k -Dx
= X =005 —>—
2n

e (-1,1) pentru K =1n

5. Se verficd imediat ca T, (X) este solutie a ecuatiei diferentiale de ordinul doi :

(1-%*)y"=xy'+n’y =0
2 0
6. De asemenea, se verficd egalitatea: _1r =T, (X) + 22 T, ()t (ceea ce Inseamni
1-2tx +1? e
1-t°
1-2tx+t?
Proprietitile 1-4 ne permit si construim imediat graficele acestor polinoame. Iata graficele
polinoamelor Cebasev de prima spetd si de gradele 1-6:

cd aceste polinoame au ca functie generatoare

14y 11y 14y
0 X X X
-1 1 - 0 1 - 0 1
-1 -1 -1
T,(x)=x T,(x)=2x>-1 T,(x)=4x%-3x
14y 14y Ay

1
-1 -1 11
T,(x)=8x*-8x*+1 T,(X)=16x5-20%3+5x T,(X)=32x5-48x*+18x>-1

[
>

V><
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II. Polinoamele Cebiagev de a doua speta
Definitie:  Se  numeste  polinom  Cebdsev de a dona speta  polinommul de  forma

U () =300 nge cosf = x sineN.
sing
n=0=U,(x)=1 n=4=U,(x)=16x" —12x? +1
Calculand pentru:n =1=U,(x) = 2x n=5=U,(x) = 32x° —32x° + 6x
n=2=U,(x)=4x"~1 n=6=U,(X)=64x6—80x4+42x* -1

n=3=U,(x)=8x*-4x
observim ci se obtin o serie de polinoame in care n=gradU, (x),U, (X)=2"x"+...

(adici, coeficientul director este 2") si polinoamele de grad impar contin monoame de
grad impar, iar cele de grad par contin numai monoame de grad par.

Mai ob U..(%) sin(n+2)0
ai observam ca : Y\ X) = —"— ; sau
_ sin@ :>Un+l(x)+unil(x):25|n(nJ_r1)Bcos€
sinn@ sin@
Unfl(x): -
sin@

Un+1(x)=2xun(x)—un,1(x)‘ pentru n>1 cu U, (x) =1 si U,(X) = 2x dati.

Cercetand cu atentie polinoamele, incepand cu U, (X) , observim ci:

2x 1 0
2x 1
Uz(x)—1 5 =2xU;(X)-U,(x);U,(x)=|1 2x 1|=2xU,(x)-U,(x);
X
0 1 2x
2x 1 0 0 O
2x 1 0 O
1 ox 0 1 2x 1 0 O
UA(><):0 1 2 1:2xU3(x)—U2(x);U5(X):O 1 2x 1 0]=2xU,(x)-U,(x);
0 0 1 2x 1
0 0 1 2x
0 0 0 1 2x
2x 1 0 0 .. .0
1 2x 1 0 . 0
T I R FP X INCORTARCY
0o 0 0 0. . .1 2x
Ceea ce inseamni ci polinomul Cebasev de a doua spetd de gradul n este determinantul
2x 1 0 .. .0 O
matricei pitrate de ordinul n tridiagonald: det | 1 2x 1 . . . 0 0 U (0’
~n
0 0 0 ... 1 2x

Observim ca U, (—x) =U,, (X);U,,,.(-X) =-U,,,,(x) iar zerourile polinomului U, (x)

sunt cosk—”e(—l,l) CU k=1n.
n+1
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Este evident cid, pe baza acestor proprietati se pot construi imediat graficele
acestor doud polinoame, “oarecum” analoage cu ale polinoamelor de prima speta.
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ASCUTITORI PENTRU MINTE

Anuntam cititorii, ¢4, incepand cu acest numar, introducem, in cuprinsul revistei,
rubrica cu titlul de mai sus, care cuprinde 5-10 probleme de perspicacitate ce pun la
incercare spiritul de observatie, itnitia si ... mintea omului.

1. Pitratul aldturat este alcituit din 7 figuri numerotate y 4 !
de la 11a 7, dintre care numai 6 §i 7 sunt egale.
Cu ajutorul celor 7 buciti si se alcituiasca un dreptunghi si apoi | 6 3
tot cu ele un triunghi. 2
7

2. Figura aldturata este formatd din doud discuri circulare cu acelasi centru dar de
raze diferite si este Impartita prin opt diametre in 16 sectoare de cerc. Fiind date multimile
de numere M={0, 1, 1, 2, 2, 3,4, 4,5,5,6,7, 7, 8, 8, 9},
N={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12, 13, 14, 15, 16}

S4 se inscrie M in cdsutele discului exterior, iar N an cisutele
discului interior astfel incét :

a) daci se adund cele 4 numere aflate in sectoare
opuse si obtinem totdeauna 26 (de exemplu A+B+C=20)

b) daci discul mic se roteste in orice sens, in
momentul opririi, suma numerelor din fiecare sector sa
ramana tot 26.

3. Se stie cd In Japonia, nu numai pentru cd teritoriul este bantuit de cutremure si
taifunuri, dar §i din traditie, casele obisnuite (nu si apartamentele din blocuri) sunt
construite din materiale usoare, cu pereti interiori mobili, astfel ci dintr-o cameri se pot
face doud. Un japonez, construindu-si o casd patratd (ca In figura alaturatd) a tinut

8
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neapirat ca ea sa fie cu peretii mobili, astfel incat, atunci cand va voi, iar unii copii se vor
casatorii, sa-si poatd Impirti casa dupi placul inimii lor. Cele 9 camere le-a dorit patrate,
ramanand si le dea si alte forme, In eventualitatea ci va desfiinta unii din cei 12 pereti
interiori despartitori si orice schimbare s-ar face trebuie ca din fiecare camerd si se poatd
intra in alta.

Cum trebuie procedat pentru ca :

a) daca se scot 4 peretl s rimana 6 camere

b)daca se scot 4 pereti sd raimani 5 camere

c)daci se scot 5 pereti sa rimana 4 camer€

d)daca se scot 6 pereti sa rimana 3 sau 4 camere (dupi
dorinta)

e)daci se scot 8 pereti sa rimand 2 camere

4. Se stie ¢ numarul populatiei judetului Bragov in anul 1900, era format din 5
cifre. Daci se adaugi cifra 1 la sfarsitul acestui numar se obtine un numir de 3 ori mai
mare decat daci se adaugd aceeasi cifrd 1 la inceputul numdrului. Se cere numirul
populatiei judetului Brasov in anul 1900. % % % %

* ¥ X X ¥
* ¥ ¥ ¥
* ¥ X ¥ ¥

5. 84 se refaca inmultirea %% %% %
* ¥ X %

6. Folosind o singura dati fiecare din cifrele 1,2, 3, 4, 5, 6 si fiecare din operatiile
adunare, scidere, inmultire, impartire si ridicare la putere, s se obtina cel mai mare
numar posibil.

7. 84 se imparta 45 in patru parti astfel incat dacd la prima parte se adauga 2, din
a doua se scade 2, iar a treia se inmultteste cu 2, iar a parta parte se imparte la 2,
rezultatele si fie egale.

8. S4 se afle data nagterii unui copil stiind ¢ s-a nascut intr-un an cu sot in ziua
de 30 a lunii, intr-o zi de joi si a implinit cinci ani tot intr-0 jOi.

9. Mironut este fiul sorei tatdlui fiicei fratelui mamei Miriucii, dar mama lui
Miriuca este sora cu mama lui Mironut. Ce relatie de rudenie este intre Mariuca si
Mironug ?

10. Si se determine numarul de trei cifre din care dacd scad 7 se divide 1a 7 , daci
scad 8 se divide la 8 , iar daci scad 9 se divide la 9.
Rubricd realizatd de M. Oprea

9
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