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Münster, Germania

Olimpiada de informaticã
a EUROPEI CENTRALE
În continuare vã prezentãm soluþiile problemelor propuse spre rezolvare la
acest concurs. Aceste soluþii au fost realizate de redacþia GInfo pe baza so-
luþiilor oficiale din limba englezã prezentate de cãtre autorii problemelor.

P060307: Hanoi
Aceastã problemã se reduce la rezolvarea altor douã sub-
probleme. Prima subproblemã constã în a determina tija
destinaþie pentru discuri, iar a doua constã în a determina
numãrul total de mutãri care vor fi efectuate.

Prima subproblemã este relativ simplã, deoarece întot-
deauna este mai avantajos sã lãsãm discul N (cel mai mare)
pe tija pe care acesta se aflã iniþial. Altfel, ar trebui sã se
mute discul N pe o altã tijã care în momentul respectiv ar
trebui sã fie liber. Aceastã mutare nu va schimba starea
jocului (în afarã de renumerotarea tijelor) ºi astfel nu poate
face parte din soluþia optimã. În continuare vom nota
aceastã tijã destinaþie prin dest.

În continuare vom prezenta modul de rezolvare a celei
de-a doua subprobleme care constã în determinarea numã-
rului de mutãri.

O abordare algoritmicã simplã va fi dedusã din urmã-
toarele observaþii:
• în timpul mutãrii discului i, poziþiile discurilor N, N - 1,

..., i + 1 (având diametre mai mari) nu au importanþã. De
exemplu, dacã discurile N, N - 1, ..., i se situeazã deja pe
tija dest, nu are sens sã se mute nici unul dintre ele încã o
datã. 

• în scopul de a muta discul i în locul sãu final pe tija dest,
toate discurile N, N - 1, ..., i + 1 trebuie sã fie deja
prezente. Rezultã cã discurile trebuie mutate în locul lor
final în ordinea descrescãtoare a dimensiunilor lor.

• dacã discurile N, N - 1, ..., i + 1 se aflã deja pe tija dest,
toate discurile i - 1, ..., 1 trebuie sã nu se afle pe aceeaºi
tijã pe care se aflã discul i, ºi de asemenea nici pe tija dest,
datoritã regulilor de mutare. Rezultã cã aceºtia, mai întâi
trebuie sã fie mutate pe o altã tijã.

Toate aceste restricþii conduc la urmãtorul algoritm re-
cursiv:

1  Subalgoritm MutãDisc(disc, TijãDest, 
TijãDisc):

2    TijãSursã ← TijãDisc[disc]
3    TijãAux ← 1 + 2 + 3 - TijãSursã - TijãDest
4    pentru AltDisc = disc - 1, 1 executã:
5      MutãDisc(AltDisc,TijãAux)
6    sfârºit pentru
7    NumMutãri← rest[(NumMutãri + 1)/1000000]
8    TijãDisc[disc] ← TijãDest {mutare directã}
9  sfârºit subalgoritm
10
11 Algoritm Soluþie(N, TijãDisc)
12   NumMutãri ← 0
13   pentru disc = N - 1, 1, -1 executã:
14     MutãDisc(disc, TijãDisc[N])
15   sfârºit pentru
16 {NumMutãri conþine acum rezultatul}
17 sfârºit algoritm

Pe baza observaþiilor de mai sus este evident cã acest
algoritm genereazã ordinea corectã a mutãrilor. De aseme-
nea, este vizibil cã acest lucru încã nu este suficient. Nu-
mãrul NumMutãri al mutãrilor nu creºte niciodatã cu mai
mult decât 1, deci subalgoritmul MutãDisc este apelat o
datã pentru fiecare mutare. Deoarece este ºtiut cã numãrul
mutãrilor în cazul problemei turnurilor din Hanoi creºte
exponenþial cu O(2N), timpul de execuþie va fi cel puþin
O(2N), ceea ce este mult prea mult pentru N ≤ 100.000.

Aºa cum a fost precizat ºi în enunþ, sunt necesare exact
2i - 1 mutãri pentru a muta discurile i, i - 1, ..., 1 de pe o
tijã pe alta (aceleaºi tije pentru toate discurile). Deci, în loc
sã realizãm aceste 2i - 1 mutãri separat, vom muta direct
aceste i discuri pe tija destinaþie ºi vom mãri numãrul mu-
tãrilor cu 2i - 1.

Când mutãm discul i pe tija X, acest lucru îl facem fie
deoarece trebuie sã eliberãm tija pentru un disc de diame-
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tru mai mare, fie deoarece tija X este tija destinaþie dest. În
ambele cazuri vrem sã mutãm toate discurile mai mici i - 1,
i - 2, ..., 1 pe X unul dupã altul. În subalgoritmul
MutãDisc, când am ajuns în linia 7, toate aceste discuri
mai mici se aflã pe aceeaºi tijã. Deoarece acestea vor fi
mutate pe TijãDest oricum, schimbãm subalgoritmul
MutãDisc în MutãDiscuri cu care le mutãm, ºi concomi-
tent, folosind ordinea în care se aflã, calculãm în mod di-
rect numãrul mutãrilor necesare. Aceasta conduce la ur-
mãtoarea soluþie îmbunãtãþitã:

1  {mutã toate discurile 1, 2, ..., maxDisc pe TijãDest} 
2  Subalgoritm MutãDiscuri(maxDisc, TijãDest, 

TijãDisc):
3    TijãSursã ← TijãDisc[maxDisc]
4    TijãAux ← 1 + 2 + 3 - TijãSursã - TijãDest
5    dacã maxDisc < 1 atunci
6      *ieºire
7    sfârºit dacã
8    dacã (TijãSursã = TijãDest) atunci
9      MutãDiscuri(maxDisc - 1, TijãDest)
10   altfel
11      MutãDiscuri(maxDisc - 1, TijãAux)
12   sfârºit dacã
13  {acum maxDisc poate fi mutat direct de pe TijãSursã}
14  {pe TijãDest (o mutare) ºi discurile mai mici pot fi}
15  {mutate de pe TijãAux pe TijãDest folosind 2maxDisc

16  {- 1 mutãri, rezultã un total de 2maxDisc mutãri}
17   pentru i = 1, maxDisc executã:
18     TijãDisc[i] ← TijãDest
19     NumMutãri ← rest[(NumMutãri +

PutereaLuiDoi(disc)) / 1000000]
20   sfârºit pentru
21 sfârºit subalgoritm
22
23 Algoritm Soluþie(N, TijãDisc)
24   NumMutãri ← 0
25   MutãDiscuri(N - 1, TijãDisc[N])
26 sfârºit algoritm

În aceastã versiune îmbunãtãþitã, subalgoritmul
MutãDiscuri nu se autoapeleazã decât o singurã datã
pentru fiecare valoare maxDisc egalã cu N, N - 1, ..., 1,
adicã în total de N ori. Pentru fiecare nivel al recursiei tim-
pul de execuþie este în medie O(N) datoritã ciclului pentru
din linia 17. 

Ideea este de a calcula puterile lui 2 ºi de a le memora
într-un ºir, acesta realizându-se în timp constant. Bineîn-
þeles, aceºtia se pot calcula modulo 106 pentru a evita în-
tregi mai mari decât cei reprezentabili pe 32 de biþi. Astfel,
timpul total de execuþie al algoritmului este O(N2), sufici-
ent de rapid doar pentru primele 12 teste.

Prin verificarea explicitã a faptului cã discurile 1, ..., i
care trebuie mutate se aflã sau nu pe aceeaºi tijã cu un ciclu
de tip for, se poate realiza un algoritm O(N3) care rezolvã
primele 6-8 teste. (Aceastã soluþie nu o vom prezenta).

În continuare vom îmbunãtãþi algoritmul O(N2) pen-
tru a realiza unul liniar. Pentru a realiza acest lucru vom
observa cã ciclul din linia 17 este inutil ºi poate fi omis, de-
oarece valorile TijãDisc[] care se scriu în acest ciclu, nu
se citesc niciodatã. Valorile TijãDisc[] sunt citite doar
înainte de apelurile recursive, deci nu are importanþã dacã
acestea sunt modificate în timpul sau dupã aceste apeluri.
Deoarece pe noi ne intereseazã doar numãrul mutãrilor ne-
cesare ºi ºtim cã în final toate discurile se vor afla pe tija
destinaþie, actualizarea poziþiilor discurilor nu ne intere-
seazã ºi poate fi omisã. Deoarece acest ciclu este singurul
care în subalgoritmul MutãDiscuri consumã mai mult de-
cât un timp constant, ºi acesta este apelat doar de N ori,
avem o soluþie O(N). Evident, nici o soluþie nu poate fi
mai bunã (excepþie fãcând un factor constant), deoarece cu
citirea datelor oricum se consumã un timp O(N) , iar scri-
erea rezultatului se face, de asemenea, într-un timp O(N)
deoarece numãrul care reprezintã soluþia este aproximativ
egal cu O(2N), deci are O(N) cifre.

Soluþia, care are ordinul de complexitate O(N), este:

1  {mutã toate discurile 1, 2, ..., maxDisc pe TijãDest} 
2  Subalgoritm MutãDiscuri(maxDisc, TijãDest,

TijãDisc, PutereaLuiDoi):
3    TijãSursã ← TijãDisc[maxDisc]
4    TijãAux ← 1 + 2 + 3 - TijãSursã - TijãDest
5    dacã maxDisc < 1 atunci
6      *ieºire
7    sfârºit dacã
8    dacã (TijãSursã = TijãDest) atunci
9      MutãDiscuri(maxDisc - 1, TijãDest)
10   altfel
11      MutãDiscuri(maxDisc - 1, TijãAux)
12   sfârºit dacã
13  {acum maxDisc poate fi mutat direct de pe TijãSursã}
14  {pe TijãDest (o mutare) ºi discurile mai mici pot fi}
15  {mutate de pe TijãAux pe TijãDest folosind 2maxDisc

16  {- 1 mutãri, rezultã un total de 2maxDisc mutãri}
17   pentru i = 1, maxDisc executã:
18     TijãDisc[i] ← TijãDest
19     NumMutãri ← rest[(NumMutãri +

PutereaLuiDoi(disc)) / 1000000]
20   sfârºit pentru
21 sfârºit subalgoritm
22
23 Algoritm Soluþie(N, TijãDisc)
24   NumMutãri ← 0
25   PutereaLuiDoi[0] ← 1
26   pentru i=1, N executã:
27     PutereaLuiDoi[i] ← rest[(2 * 

PutereaLuiDoi[i - 1]) / 1000000]
28   sfârºit pentru
25   MutãDiscuri(N - 1, TijãDisc[N],

PutereaLuiDoi)
26 sfârºit algoritm
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P060308: Cursa
Aceastã problemã constã în douã subprobleme indepen-
dente.

Prima subproblemã constã în determinarea numãrului
total de depãºiri. Deoarece toate vitezele navelor sunt con-
stante, dupã un anumit moment de timp nu vor mai avea
loc depãºiri, iar navele vor fi sortate în ordinea crescãtoare
a vitezelor. Douã nave având aceeaºi vitezã vor fi ordonate
în funcþie de poziþiile lor de pornire.

Pentru a efectua sortarea în funcþie de viteza navelor,
se va folosi algoritmul de sortare bubblesort, deoarece este
un algoritm stabil ºi navele având aceeaºi vitezã îºi vor pã-
stra ordinea dupã sortare. Datoritã restricþiilor impuse asu-
pra fiºierului de intrare, adicã navele sunt sortate în funcþie
de poziþia de pornire, navele având aceeaºi vitezã, dupã
sortare, vor ocupa acelaºi loc.

De fapt, prima subproblemã este echivalentã cu a de-
termina numãrul total de interschimbãri efectuate de algo-
ritmul de sortare bublesort.

Cel mai simplu algoritm constã în a parcurge ºirul de
nave în ordinea poziþiilor lor în cursã. La fiecare pas se va
actualiza numãrul de nave care preced poziþia curentã ºi
câte dintre acestea vor depãºi nava curentã. Aceastã soluþie
are ordinul de complexitate O(N · Vmax), unde Vmax repre-
zintã viteza maximã pentru o navã impusã în enunþul
problemei. În continuare prezentãm algoritmul de rezol-
vare, în pseudocod, pentru aceastã subproblemã:

nDepãºiri ← 0
pentru i = VMAX, 1, -1 executã:

nNaveCuVi ← 0
sfârºit pentru
pentru i = 0, N - 1 executã:

nNaveCuVvitezãnavai ← nNaveCuVvitezãnavai + 1
sfârºit pentru
pentru i = N - 1, 0, -1 executã:

nNaveCuVvitezãnavai ← nNaveCuVvitezãnavai - 1
//count passes of ships that are behind position i

pentru v = vitezãnavai + 1, VMAX executã:
nDepãºiri ← nDepãºiri + nNaveCuV[v]

sfârºit pentru
nDepãºiri ← rest[nDepãºiri / 1000000];

sfârºit pentru

A doua subproblemã constã în a determina primele
10000 de depãºiri în ordine cronologicã.

În cel mai rãu caz au loc O(N2) depãºiri. Un algoritm
care comparã toate perechile de nave determinând depãºi-
rile posibile ºi sortând aceste depãºiri are ordinul de com-
plexitate O(N2 · log N) ºi nu s-ar fi încadrat în timp.

Algoritmul pe care-l vom prezenta în continuare are
ordinul de complexitate O(N + c · log N), unde c reprezin-
tã numãrul total de depãºiri care trebuie determinate.

Se observã cã o navã i poate depãºi nava j dacã nava i
este prima în spatele navei j ºi are o vitezã mai mare. Ideea
de rezolvare constã în a menþine o listã de nave ºi un heap

care conþine, pentru fiecare navã i, nava j care se aflã ime-
diat în faþa ei ºi momentul de timp când nava i va depãºi
nava j. Dacã nava i nu poate depãºi nava j, atunci acest
eveniment nu va fi pus în heap. Elementul care se aflã în
vârful heap-ului reprezintã urmãtoarea depãºire care va
avea loc.

La începutul algoritmului, lista de nave se ordoneazã în
funcþie de poziþia lor la start ºi se va construi heap-ul, ele-
mentul din vârful aceastuia reprezentând prima depãºire
care are loc.

În continuare va trebui sã simulãm primele 10000 de
depãºiri, astfel, la fiecare pas, efectuãm secvenþele urmã-
toare de instrucþiuni:
• eliminãm din heap primul eveniment de forma nava i de-

pãºeºte nava j ºi îl vom tipãri;
• dacã nava i depãºeºte altã navã în viitor, vom insera în

heap acest eveniment;
• dacã nava care se aflã imediat în spatele navei j va depãºi

nava i (care va depãºi nava j înainte de a depãºi nava i) va
trebui sã actualizãm acest eveniment, lucru care se reali-
zeazã prin urcarea acestuia în heap.

Algoritmul de rezolvare a acestei probleme în pseudo-
cod este urmãtorul:

sorteazã(nave)
pentru i = 1, N - 1 executã:

dacã navei depãºeºte navei+1 atunci
pune eveniment în heap

sfârºit dacã
sfârºit pentru
pentru i = 1, 10000 executã:

dacã heap-ul este gol atunci
*întrerupe ciclu

sfârºit dacã
scoate primul eveniment din heap
tipãreºte eveniment
interschimbã navele eveniment.i ºi eveniment.j
dacã naveeveniment.i depãºeºte naveeveminent.i+1 atunci

pune acest eveniment în heap;
sfârºit dacã
dacã naveeveniment.j-1 depãºeºte naveeveminent.j atunci

actualizeazã evenimentul navei j
sfârºit dacã

sfârºit pentru

P060309: Pãtrat
Algoritmul de rezolvare pentru aceastã problemã, pe care-l
vom prezenta în continuare, nu efectueazã mai mult de 3 ·
N interogãri, ºi astfel se încadreazã între limite.

Mai întâi, trebuie sã observãm cã fiecare drum dintre
nodul (1, 1) ºi un nod v dat are aceeaºi lungime. 

Notãm cu D(v) distanþa dintre (1, 1) ºi v. Dacã D(v) > L,
ºtim cã nu pot fi soluþii nici nodurile din dreapta lui v, nici
cele situate sub v, deoarece distanþele pânã la nodul (1, 1)
sunt mai mari.
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Vom începe explorarea grafului pornind de la nodul
(1, 1) ºi ne vom muta în jos pânã la atingerea unui nod v
pentru care D(v) ≥ L. Dacã D(v) = L, am gãsit o soluþie.
Dacã D(v) > L, ºtim cã nici nodul curent ºi nici unul dintre
nodurile aflate în dreapta nodului curent sau sub el, nu pot
fi soluþii. Mai mult, ºtim cã distanþa pânã la nodul aflat dea-
supra este prea micã. Astfel, vom trece la nodul din dreap-
ta-sus.

Acum vom prelucra iterativ vecinul din dreapta, de fie-
care datã când distanþa dintre nodul curent ºi acesta este
prea micã sau prelucrãm vecinul de deasupra dacã distanþa
este prea mare. De fiecare datã se poate extrage un grup de
noduri din mulþimea soluþiilor posibile, aºa cum se poate
vedea în figura 1. 

Dacã trebuie sã avansãm într-o direcþie în care nu mai
existã noduri, putem trage concluzia cã pentru acest test
nu existã soluþie.

Am uitat un caz: Ce se întâmplã atunci când nu putem
ajunge, mutându-ne în jos, la un nod faþã de care distanþa
este mai mare sau egalã cu L? Rãspunsul este simplu: vom
continua mutãrile în dreapta ºi vom proceda ca mai sus
pânã când gãsim un nod v pentru care avem D(v) > L.

Figura 11

Afirmaþia de la începutul analizei este adevãratã, adicã
nu vom executa decât cel mult 3 · N prelucrãri, deoarece
ne vom deplasa în jos de cel mult N - 1 ori, ne vom deplasa
în dreapta de cel mult N - 1 ori ºi în sus de cel mult N - 1
ori.

P060310: Colierul de perle
Problema constã în gãsirea mutãrilor care conduc la câºtig.
O mutare conduce la câºtig, dacã jucãtorul mutã optim în
continuare.

Dacã presupunem cã ambii jucãtori joacã optim, mu-
tãrile fie conduc la câºtig, fie la pierderea jocului din mo-
ment ce în acest joc nu existã remizã.

În plus, o mutare conduce la câºtig, dacã un pitic poate
da ºiragul de mãrgele unui alt pitic din tribul lui care are la
dispoziþie o mutare de câºtig, sau dacã el poate da ºiragul
de mãrgele unui alt pitic din celãlalt trib care nu are la dis-
poziþie o mutare de câºtig.

O stare a jocului este determinatã de starea ºiragului de
mãrgele ºi a piticului curent:

Subalgoritm AreMutaredeCâºtig(c1c2...ck,p) 
returneazã (∃p' ∈ listp,c1 astfel încât (culoarep =
culoarep' ºi AreMutaredeCâºtig(c2...ck,p'))
sau (culoarep ≠ culoarep' ºi nu
AreMutaredeCâºtig(c2...ck,p')))

sfârºit subalgoritm.

Datoritã restricþiilor impuse în enunþul problemei,
AreMutaredeCâºtig(ck,p') returneazã întotdeauna  va-
loarea adevãrat deoarece, la sfârºitul recursiilor, în listã rã-
mâne numai diamantul, iar p' este sigur un pitic de culoa-
re verde.

În subalgoritmul anterior, listp,c reprezintã lista albã
pentru piticul p, dacã c are valoarea 1 ºi lista neagrã pentru
piticul p, dacã c are valoarea 0, iar culoarep reprezintã
culoarea piticului p.

Pe baza acestor observaþii se pot determina uºor mu-
tãrile care conduc la câºtig folosind metoda programãrii
dinamice într-o abordare bottom-up.

Pentru a determina mutãrile care duc la câºtig vom fo-
losi un tablou bidimensional auxiliar de dimensiune L × N
iar fiecare element ci,p al acestuia va avea valoarea 0 dacã,
pornind din starea curentã (s-au efectuat i-1 mutãri), piti-
cul p nu are mutare de câºtig ºi valoarea 1 dacã, pornind
din starea curentã, piticul p are mutare de câºtig.

Acest tablou se construieºte traversând indicii din ºi-
rag în ordine inversã, adicã de la L la 1.

În continuare, având construit tabloul c, la fiecare mu-
tare a unui pitic verde se va alege un pitic de pe lista aces-
tuia, indicatã de mãrgeaua la care s-a ajuns, astfel încât sã fie
verificatã condiþia impusã în cadrul subalgoritmului pre-
zentat anterior, adicã fie un pitic verde care sã aibã mutare
de câºtig, fie un pitic roºu care sã nu aibã mutare de câºtig.

P060311: Registru de deplasare
Ideea de rezolvare a acestei probleme constã în a reprezen-
ta poarta XOR ca o funcþie liniarã cu valori în mulþimea Z2
= {0, 1}. Plecând de la aceastã idee vom avea de rezolvat un
sistem liniar cu N ecuaþii ºi N necunoscute folosind meto-
da lui Gauss.

Observãm cã, în mulþimea Z2, înmulþirea a douã nu-
mere este echivalentã cu aplicarea operatorului binar ªI
între numere, iar adunarea este echivalentã cu aplicarea ope-
ratorului binar SAU-Exclusiv. 

Aceastã observaþie ne permite sã descriem efectul com-
binat al comutatoarelor si ºi al porþii XOR folosind urmã-
toarea expresie liniarã:

s1 · a1 + s2 · a2 + ... + sN · aN.

Fie oi (i ≥ 1) cel de-al i-lea bit transmis de poarta XOR
(care reprezintã de fapt cea de-a i-a valoare de pe cea de-a
doua linie a fiºierului de ieºire). Primii N biþi transimiºi de
poarta XOR, o1, o2, ..., oN, reprezintã valorile iniþiale ale
biþilor registrului de deplasare a1, a2, ..., aN. Primul bit
transmis care necesitã calcule este oN+1. Când oN+1 este
calculat, biþii ai ai registrului de deplasare sunt ocupaþi (în
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ordine inversã) de valorile o1, o2, ..., oN. Pe baza expresiei
liniare construite anterior, obþinem prima ecuaþie a siste-
mului:

oN+1 = sN · o1 + sN-1 · o2 + ... + s1 · oN.

Pentru a calcula valorile oN+2, oN+3, ..., o2·N se vor con-
strui ecuaþii similare. Vom inversa ordinea comutatoarelor
definind s'i = sn-i+1 pentru a putea manipula mai uºor aceste
ecuaþii. Astfel, avem de rezolvat sistemul de ecuaþii:

s'1 · o1 + s'2 · o2 + ... + s'N · oN = oN+1
s'1 · o2 + s'2 · o3 + ... + s'N · oN+1 = oN+2
...
s'1 · oN + s'2 · oN+1 + ... + s'N · o2·N-1 = o2·N

În continuare vom construi matricea M de dimensiune
N × N + 1 care va conþine coeficienþii ecuaþiilor ºi termenii
liberi.

Rezolvarea sistemului de ecuaþii constã în a obþine va-
loarea 0 sub diagonala principalã prin transformãri liniare
ale liniilor ºi interschimbãri ale acestora ºi reconstituirea va-
lorilor s'i în ordine inversã conform metodei lui Gauss al
cãrei ordin de complexitate este O(N3).

Dacã sistemul de ecuaþii nu are soluþie, atunci se va
scrie în fiºierul de ieºire valoarea -1 ºi în caz contrar se vor
scrie valorile s'i, 1 ≤ i ≤ N, în ordine inversã.

P060312: Cãlãtoria
Problema cere sã se afiºeze toate cele mai lungi subsecvenþe
comune ale douã ºiruri de caractere. Prima idee care ar pu-
tea fi fructificatã constã în utilizarea metodei programãrii
dinamice, în forma ei standard, pentru a determina lungi-
mea maximã a subsecvenþelor comune, urmând ca apoi sã
se construiascã, pe rând, fiecare astfel de subsecvenþã. 

Fie A = (a1, a2, ..., an) primul ºir ºi D = (b1, b2, ..., bm) cel
de-al doilea ºir. Fie ci,j lungimea celei mai lungi subsecvenþe
comune ale ºirurilor (a1, a2, ..., ai) ºi (b1, b2, ..., bj). Atunci: 

.

Lungimea celei mai lungi subsecvenþe comune a ºiruri-
lor A ºi B este datã de cn,m.

Pe baza acestor recurenþe algoritmul de programare di-
namicã este urmãtorul:
...
pentru i = 1, n executã:

c[i,0] ← 0
sfârºit pentru
pentru j=0, m executã:

c[0,j] ← 0
sfârºit pentru
pentru i=1, n executã:

pentru j=1, m executã:
dacã a[i] = b[j] atunci

c[i,j] ← c[i-1,j-1]+1

altfel
c[i,j] ← Max(c[i-1,j],c[i,j-1])

sfârºit dacã
sfârºit pentru

sfârºit pentru
...

În scopul construirii celei mai lungi subsecvenþe, tre-
buie sã reconstruim rezultatul pe baza tabloului c. Aceastã
reconstituire se realizeazã cu algoritmul:

Subalgoritm Reconstituire(i,j,secvenþã):
dacã i = 0 sau j = 0 atunci

adaugã secvenþã mulþimii celor mai lungi 
subsecvenþe

*ieºire
sfârºit dacã
dacã a[i] = b[j] atunci

alipeºte a[i] secvenþei
Reconstituire(i-1,j-1,secvenþã)
*ieºire

sfârºit dacã
dacã c[i-1,j] = c[i,j] atunci

Reconstituire(i-1,j,secvenþã)
sfârºit dacã
dacã c[i,j-1] = c[i,j] atunci

Reconstituire(i,j-1,secvenþã)
sfârºit dacã

sfârºit subalgoritm

Studiind mai atent pseudocodul de mai sus, observãm
cã în cazul în care ci-1,j = ci,j-1, subalgoritmul de reconstituire
se apeleazã de douã ori. Chiar dacã avem cel mult 1000 de
cele mai lungi subsecvenþe comune, acest lucru nu spune
nimic despre numãrul de posibilitãþi în care acestea se pot
construi. Modalitatea de reconstituire de mai sus va încer-
ca toate posibilitãþile de a construi toate cele mai lungi sub-
secvenþe comune. De exemplu, dacã avem douã ºiruri de
caractere "aaaaaaabcccccccd" ºi "abbbbbbbcddddddd"
existã 1778966 posibilitãþi de a construi singura cea mai
lungã subsecvenþã comunã "abcd".

Cum am putea evita construirea aceleiaºi secvenþe de
mai multe ori? Am putea sã le construim în paralel cu de-
terminarea lungimilor. Avem nevoie de un tablou de mul-
þimi în care sã pãstrãm toate cele mai lungi subsecvenþe co-
mune ale ºirurilor (a1, a2, ..., ai) ºi (b1, b2, ..., bj). 

Algoritmul bazat pe programare dinamicã acum aratã
în felul urmãtor: 
...
pentru i = 1, n executã:

ci,0 ← 0
mulþimei,0 ← ∅

sfârºit pentru
pentru j = 0, m executã:

c[0,j] ← 0
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mulþime[0,j] ← ∅
sfârºit pentru
pentru i = 1, n executã:

pentru j=1, m executã:
dacã ai = bj atunci

ci,j ← ci-1,j-1 + 1
mulþime[i,j] ← mulþime[i-1,j-1]
alipeºte ai la sfârºitul tuturor secvenþelor din 

mulþimei,j
altfel

ci,j ← Max(ci-1,j,ci,j-1)
dacã ci-1,j > ci,j-1 atunci

mulþimei,j ← mulþimei-1,j
altfel

dacã ci,j-1 > ci-1,j atunci
mulþimei,j ← mulþimei,j-1

altfel
mulþimei,j ← mulþimei-1,j ∪ mulþimei,j-1

sfârºit dacã
sfârºit dacã

sfârºit dacã
sfârºit pentru

sfârºit pentru
...

A mai rãmas sã analizãm dimensiunea spaþiului de me-
morare, necesarã tabloului de mulþimi. Existã cel mult 1000
de cele mai lungi subsecvenþe comune având lungimea ma-
ximã egalã cu 80, ºi astfel dimensiunea tabloului este 80 × 80.
Acesta ar necesita 512 MB dacã s-ar folosi memoria staticã,
sau un pic mai puþinã dacã în loc de un tablou alocat static
s-ar folosi o listã înlãnþuitã, alocatã dinamic. De altfel, cu
tabloul plin s-ar fi rezolvat nouã din cele 10 teste, folosind
memoria pusã la dispoziþie, având dimensiunea 16 MB.

În continuare observãm cã în ciclul "pentru i = 1, n",
la un moment dat, numai linia curentã ºi cea precedentã
sunt necesare în timpul prelucrãrii. Astfel este posibil sã se
foloseascã un tablou de dimensiune 2 × 80 ºi mulþimile vor
fi indexate în tablou cu i modulo 2. Astfel forma finalã a
algoritmului este:
...
pentru i = 1, n executã:

c[i,0] ← 0
sfârºit pentru
pentru j =0, m executã:

c0,j ← 0
mulþime0,j ← ∅
mulþime1,j ← ∅

sfârºit pentru
pentru i = 1, n executã:

pentru j=1, m executã:
dacã ai = bj atunci

ci,j ← ci-1,j-1 + 1
mulþimei mod 2,j ← mulþime1-(i mod 2),j-1
alipeºte ai la sfârºitul tuturor secvenþelor din 

mulþimei mod 2,j

altfel
ci,j ← Max(ci-1,j,ci,j-1)
dacã ci-1,j > ci,j-1 atunci

mulþimei mod 2,j ← mulþime1-(i mod 2),j
altfel

dacã ci,j-1 > ci-1,j atunci
mulþimei mod 2,j ← mulþimei mod 2,j-1

altfel
mulþimei mod 2,j] ← mulþime1-(i mod 2),j ∪

mulþimei mod 2,j-1
sfârºit dacã

sfârºit dacã
sfârºit dacã

sfârºit pentru
sfârºit pentru
Afiºeazã toate secvenþele din mulþimen mod 2,m
...

Astfel am realizat o rezolvare ºi mai rapidã. Ideea este
de a folosi o versiune modificatã a algoritmului de recon-
stituire prezentat.

Vom încerca sã construim doar acele cele mai lungi sub-
secvenþe comune x în care xi reprezintã prima apariþie
dupã litera xi-1 în ambele ºiruri de caractere. Celelalte con-
strucþii nu ar conduce la altã cea mai lungã subsecvenþã co-
munã. Pentru a obþine rezultatul cerut, aplicãm cãutare pe
baza traversãrii în lãþime.

Subalgoritmul de reconstituire este urmãtorul:

Subalgoritm Reconstituire2(i,j,secvenþã):
dacã i = 0 sau j = 0 atunci

adaugã secvenþã mulþimii celor mai lungi 
subsecvenþe

*ieºire
sfârºit dacã
insereazã (i,j) în coadã
cât timp coada nu este vidã executã:

(k,l) ← primul element din coadã
dacã ak = bl atunci

dacã Reconstituire2 nu a fost apelat pentru
litera ak alipitã în faþa lui secvenþã atunci

alipeºte ak la secvenþã 
Reconstituire2(i-1,j-1,secvenþã)

altfel
dacã ck-1,l = ck,l ºi (k-1,l) nu este deja în
coadã atunci

adaugã (k-1,l) în coadã
sfârºit dacã
dacã ck,l-1 = ck,l ºi (k,l-1) nu este deja în
coadã atunci

adaugã (k,l-1) în coadã
sfârºit dacã

sfârºit dacã
sfârºit dacã

sfârºit cât timp
sfârºit subalgoritm


