22-30 noiembrie 2003, Bucuresti

Concursul National de
Programare "STELELE
INFORMATICII"

Mihai Stroe

Va prezentam in continuare solutiile problemelor propuse spre rezolvare la
Concursul national de programare "Stelele informaticii’. Aceste solutii au fost
realizate de redactia Ginfo pe baza solutiilor oficiale prezentate de catre

autorii problemelor.

P0O20207: Cuvinte

Problema se rezolvi folosind metoda programarii dinamice.

Pornind de la sfarsitul sirului de numere, vom construi
un tablou A, in care A, reprezinti numirul de subsiruri
strict crescitoare de lungime maximd care incep cu elemen-
tul din pozitia i. Acest tablou se construieste folosind rezol-
varea problemei subsirului strict crescitor de lungime ma-
ximd, deci se va construi in paralel un tablou L, unde L, re-
prezintd lungimea celui mai lung subsir strict crescitor care
incepe pe pozitia 7.

Fie MAX valoarea maximi din L.

Suma elementelor din A, corespunzitoare elementelor
maxime din L, reprezintd numirul total de subsiruri strict
cresctoare de lungime maximd. Ne intereseazi al K-lea ast-
fel de subsir.

Fie i, pozitia primel aparitii a lui MAX in L, 7, pozitia
celei de-a doua aparitii s.a.m.d. Daci A, > K, atunci subsirul
cdutat este al K-lea subsir strict crescitor maximal care in-
cepe pe pozitia i, Daci A, < K< A, + A,, atunci subsirul
cdutat incepe cu pozitia i, etc.

Dupi ce a fost gasit primul element al subsirului ciutat,
se determini al doilea element, apoi al treilea etc. Metoda
este similard. Se impune urmdtoarea observatie: dacd, de
exemplu, subsirul incepe cu pozitia z;, se cautd al (K - A, +
A,) - lea subsir crescitor maximal care incepe dupd pozitia
i,, are lungimea MAX - 1, iar primul element al sdu este mai

mare decit elementul de pe pozitia i,. Acest subsir se cautd
folosind acelasi procedeu.

Analiza complexitdtii
Operatiile de citire a datelor de intrare si scriere a rezultate-
lor au ordinul de complexitate O(N).

Calculul elementelor tablourilor A si L are ordinul de
complexitate O(N?); acesta este ordinul de complexitate al
rezolvirii clasice a problemei subsirului crescitor de lun-
gime maximd. Datoritd limitelor din enun si simplitatii im-
plementirii, acest algoritm este cea mai bund alegere in timp
de concurs.

Recomandim cititorului si Incerce adaptarea algoritmu-
lui de complexitate O(N - log N) pentru aceastd problemd.

Determinarea celui de-al K-lea subsir pe baza tablouri-
lor A si L are ordinul de complexitate O(N).

In final, ordinul de complexitate al rezolvirii pentru

aceastd problemd este O(INP).
P020302: Timp

Pentru a rezolva aceastd problemi pornim de la urmitoa-
rea observatie: la un moment dat, in clepsidri se afld cel
mult doud cantitdti nenule de nisip, X si Y.

Perechea (X, Y) poate fi tratatd similar cu perechea (Y,
X). Considerim X < Y.

Din X si Y se va obtine fie perechea (X/2, Y + X/2), fie
(Y/2, X+Y/2), in functie de sensul in care rotim clepsidra.
Al doilea element este mai mare sau egal cu primul.
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Considerand invers, din ce pereche se obtine perechea
(A,BycuB>A?

Simplu: din (X, Y) se obtine (X/2, Y + X/2) sau (Y/2,
X + Y7/2), deci elementul mai mic este unul din elementele
din (X, Y) impartit la 2.

Atunci un element din perechea care a condus la (4, B)
este 2 - A (cel mai mic element din (4, B) inmultit cu 2). Al
doilea element este A + B - 2 - A, adici B - A.

Aceasti observatie conduce la urmitorul algoritm:

o se pleacd de la configuratia finald a clepsidrei;

o se efectueazd mutdrile inverse, tindnd cont de regula "(4,
B) cu A < B provine din (2 - A, B - A)"; rotirea spre stan-
ga, respectiv spre dreapta sunt date de pozitia elementu-
lui mai mic din pereche;

o se reconstituie sirul de mutdri pornind de la configuratia
initiald si se afiseaza.

Analiza complexitdtii
Ordinul de complexitate al operatiei de citire a datelor de
intrare este O(1).

Se observi cd dupd primul pas, cele doud numere vor
fi obligatoriu pare, dupd al doilea pas vor fi divizibile cu 4,
iar dupi al K-lea pas, cu 2X. Deoarece suma lor este N, nu-
mirul de pasi este O(log N).

Ordinul de complexitate al operatiei de scriere a rezul-
tatelor este O(log N).

In concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceastd problemd este O(log N).

P0O20303: Vecini

Pentru a rezolva aceastd problema, la inceput, vom genera
primele 8 lini:
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Completand toate liniile cu zerouri pani la cea mai
apropiatd putere a lui 2, se obtine urmdtorul tabel:
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Se observi ci jumitatea a doua a fiecirei linii este
identicd cu prima jumitate. Mai mult, elementele din prima
jumitate a unui rand cu 2 elemente (dupi completare
J p p

sunt identice cu elementele aflate cu 25! randuri mai sus

(dacd am completa si rindurile respective cu suficiente ze-

rouri).

Pentru a valida aceste observatii se poate demonstra
prin inductie ci observatiile sunt valabile in tot tabelul;
concurentii pot alege o altd variantd de validare generand
mai multe linii din tabel prin metoda fortei brute si testand
aceasta 1poteza.

In acest moment, ideea de rezolvare devine destul de
clard:

o pentru a genera linia N se genereaza si se dubleazd "prima
jumitate”. Am pus "prima jumitate” intre ghilimele de-
oarece este vorba despre jumitatea dupd completarea pa-
nd la o putere a lui 2;

e pentru a genera "prima jumitate” se apeleazd recursiv
aceeasi metodi, avind ca parametru un nou N, care se
obtine scizand din vechiul N cea mai mare putere a lui 2
mai mici dect el.

Exista si alte variante de rezolvare eficiente, toate ex-
ploatind proprietitile descrise mai sus.

Analiza complexitatii
Aproximidm superior pe N cu cea mai micd putere a lui 2
mai mare sau egald cu N. Fie aceasta P.

Conceptual, sunt generate O(P) elemente (P pe linia N,
P /2 cu P/ 2 linii mai sus etc., suma fiind aproximativ 2 - P).
Practic, se poate folosi un singur vector.

Pentru fiecare element se fac calcule in O(1).

fn concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceastd problemd este O(N).

P080304: Editor

Se citesc caracterele unul cite unul si se considerd o stivd,
initial goald. De fiecare datd cind se intdlneste o parantezi
(deschisd sau inchisa, dreaptd sau rotundd), aceasta se in-
troduce 1n stivd. Dacd se intilneste caracterul "+"; atunci
se scoate caracterul din varful stivei (daci existd un astfel
de caracter). In final (la intalnirea caracterului "£"), stiva
va contine sirul afisat pe ecran.

Pentru a verifica dacd un sir este parantezat corect,
acesta se parcurge de la stinga la dreapta si se considerd o
adoua stivi, initial vidi. Dacd se intlneste o parantezd des-
chisd dreaptd sau rotundi, aceasta se introduce in varful
stivei. Dacd se intilneste o parantezd inchisd si caracterul
din varful stivei nu este o parantezd deschisi de acelasi tip
cu paranteza inchisi (dreaptd sau rotundi), atunci se sem-
naleazd eroare. Altfel, paranteza deschisd din varful stivei
se elimind si se trece la urmdtorul caracter. Daci nu s-a
semnalat eroare in timpul parcurgerii sirului si la final stiva
este vidd, atunci sirul este parantezat corect.

Analiza complexitatii

Notim cu N numdrul total de caractere si cu 7 numdrul
total de linii prezente in fisierul de intrare. In aceste condi-
tii, operatia de citire a datelor are un ordin de complexitate



O(N), iar operatia de scriere a rezultatelor are ordinul de
complexitate O(T).

Fiecare din cei doi pasi ai rezolvirii are ordinul de com-
plexitate O(N), deoarece pentru fiecare caracter din sir se
executd o secventd de operatii de complexitate O(1).

In concluzie, ordinul total de complexitate al algorit-
mului de rezolvare a acestei probleme este O(N).

P080205: Numere

Practic, fiecare mutare duce la schimbarea parititii veci-

nilor pozitiei in care s-a efectuat mutarea, respectiv la

schimbarea / mentinerea parititii pozitiei in care s-a efec-
tuat mutarea, n functie de numarul de vecini.

In continuare vom lucra, pentru fiecare pozitie, cu res-
tul valorii corespunzitoare la impdrtirea cu 2. Problema ce-
re s3 aducem toate aceste resturi fie la valoarea 0, fie la va-
loarea 1 si si alegem varianta cu numdr minim de mutari.
Vom trata primul caz, cel de-al doilea rezolvindu-se in
mod similar.

Se observa ci M si N sunt mai mici sau egale cu 12. De
asemenea, o a doua mutare intr-o anumitd pozitie anu-
leazd efectul primei mutdri in pozitia respectivd, ceea ce
inseamni ¢ in fiecare pozitie se va face cel mult o mutare.

Observatiile de mai sus conduc la urmitorul algoritm
de rezolvare:

o Se genereazi toate cele maxim 2N modalititi de a efectua
mutiri in prima linie (se mutd / nu se mutd in prima po-
zitie, a doua etc.). Am scris maxim 2V modalititi deoare-
ce In anumite pozitii nu se pot efectua mutdri.

o Pentru fiecare astfel de modalitate, se examineazi, pe rand,
necesitatea de a muta 1n pozitiile din rindul 2, 3, ..., M.
Daci suntem in pozitia (7, j) si elementul de pe pozitia (z
- 1, j) nu este adus la valoarea 0, este obligatoriu si
mutim in (3, j). In caz contrar este interzis si mutim in
(1, 7), deoarece nu putem afecta elementul (i - 1, ) cu alte
mutiri in linia 7 sau mai jos.

Sunt efectuate mutirile obligatorii, ceea ce conduce la
modificarea elementelor din matrice. Dacd o mutare obli-
gatorie este tmpiedicatd de faptul ¢i in pozitia respectivd
nu se pot efectua mutdri, inseamn ci varianta curentd (da-
td de mutdrile de pe prima linie) nu conduce la solutie.

Dupi examinarea obligativititii mutdrilor in linia M se
verificd dacd toate elementele din linia M au valoarea 0.
Daci da, varianta curenti a condus la solutie, deci se veri-
ficd dacd aceasta este mai bund decit solutia optimd obti-
nutd anterior.

Analiza complexitdatii
Ordinul de complexitate al operatiei de citire a datelor de
intrare este O(M - N).

Sunt maxim 2 variante de a muta pe prima linie; pen-
tru fiecare astfel de variantd, verificarea obligativitatii si
efectuarea mutirilor se realizeazi in O(M - N).

In concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceastd problemi este O(M - N).

P080306: Oo

Se construiesc trei tablouri unidimensionale (conceptual;

practic, se va folosi unul singur):

o A, —elementul de pe pozitia i reprezinti numdrul maxim
de oud adunate pand in sectorul 7, dacd se adund ouile
din primele doud sectoare, luate impreund;

o A, - elementul de pe pozitia i reprezinti numdrul maxim
de oud adunate pand in sectorul 7, dacd se adund ouile
din sectorul al doilea, Impreuni cu cele din al treilea;

o A, - elementul de pe pozitia i reprezinti numdrul maxim
de oud adunate pand in sectorul 7, dacd se adund ouile
din primul si ultimul sector, luate impreund.

Evident, in primul caz nu se pot lua ouile din ultimul
sector etc.

Valorile din aceste tablouri se pot calcula pe baza unor
recurente simple, ceea ce conduce la un algoritm liniar.

In final se selecteazi maximul dintre aceste valori, de-
terminate corect.

Analiza complexitdtii

Ordinul de complexitate al operatiei de citire a datelor de

intrare este O(N), iar cel al operatiei de scriere a rezultate-

lor este O(1).

Calculul valorilor din tablouri are ordinul de comple-
xitate O(N).

In concluzie, ordinul total de complexitate al algorit-
mului de rezolvare a acestei probleme este O(N).
| CTUSETE U RPRT ST U R
P020307: Arbori
Problema se rezolvd prin metoda programarii dinamice.

Construim o matrice A cu M linii i K + 1 coloane (nu-
merotate de la 0 la K), unde A, reprezintd efortul total mi-
nim necesar pentru a obtine un subarbore pornind din nodul
i al primului arbore, izomorf cu un subarbore pornind din
nodul corespunzitor al celui de-al doilea arbore, care si con-
tind exact j frunze.

Efortul este dat de formula 1000 - nrCrengiTaiate +
nrFloriRupte. In acest mod se elimind 1£-uri complexe de
genul: "dacd numirul de crengi este mai mic decit optimul
pand la momentul respectiv, sau este egal, dar numirul de
flori este mai mic".

O parte din elemente sunt egale cu + (0 valoare maxima
fixatd); pentru acestea nu se pot obtine subarbori izomorfi
cuj noduri.

Pentru a obtine un subarbore cu j noduri, pornind din
nodul 7, avem urmatoarele optiuni:

o lisam f flori in nodul i (trebuie s putem ldsa f flori i in
nodul izomorf cu i din celilalt subarbore); f este contorul
intr-un ciclu for;

« in continuare, fie nu pastrim nici o creangd din i (deci ta-
iem intre O si 4 crengi, deoarece vom tdia numai crengi ca-
re existd, din primul si din cel de-al doilea arbore), fie pas-
trdm numai creanga stangi (dacd existd in ambii arbori), fie
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numai pe cea dreaptd (daci existd), fie pe amindoud (daci
existd in ambii arbori);

o pentru ultimul caz, din cele j - f flori, o parte (sz) sunt in
stanga, iarj - f - st In dreapta.

Nu am descris toate conditiile care se pun pentru a nu
complica prezentarea.

Elementele matricei se calculeazd de la frunze spre radi-
cind. Reconstituirea solutiei se poate face fie pe baza valo-
rilor din matrice, fie stocind informatii suplimentare.

Se pot face numeroase optimiziri. De exemplu, pentru
fiecare nod i se poate determina numdrul maxim de flori care
poate fi obtinut intr-un subarbore cu ridicina i, astfel incat
sd existe subarborele izomorf corespunzitor in cel de-al doi-
lea arbore. Aceste valori influenteazi limitele for-urilor care
apar la calculul elementelor.

Implementarea si tratarea tuturor cazurilor necesitd o
atentie mritd; totusi, ideea de rezolvare nu este foarte com-
plicatd, deci problema se poate rezolva in mai putin de 90 de
minute, incluzand testarea si depanarea.

Analiza complexitdtii
Operatia de citire a datelor de intrare are ordinul de com-
plexitate O(M + N).

Calculul unuia dintre cele maxim M - K elemente ale
matricei are ordinul de complexitate O(11 - K) = O(K).
Aici, 11 vine de la numdrul de flori pe care il lisim in nodul
respectiv, iar K de la posibilitatea de a pdstra atit subarbo-
rele sting, cit si subarborele drept, ceea ce duce la Impir-
tirea florilor Intre cei doi subarbori.

In concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceastd problemi este O(M - K?).

In practicd, numirul fix de operatii de la fiecare pas este
destul de mare (apar foarte multe conditii), dar nu toti cei
M - K? pasi amintiti sunt efectuati. De exemplu, pentru no-
durile care au un singur descendent se executd O(11) ope-
ratii in loc de O(11 - K). In orice caz, algoritmul se inca-
dreazd 1n timp.

PO80308: Sum

Problema admite o rezolvare de complexitate O(N), dar si
alte rezolviri de complexitate O(N - log N) care meritd
mentionate, deoarece pot fi folosite in alte probleme.

Prezentim mai intdi rezolvarea liniard.

Construim un tablou P cu semnificatia ¢ P, = pozitia de
sfarsit a celei mai scurte secvente, care incepe in i si are suma
elementelor strict pozitiva.

Constructia acestui tablou se face de la dreapta spre
stanga, folosind elementele tocmai calculate. Secventa (7, P)
se poate numi atomica.

Se observi ci dacd avem o secventd curentd care se ter-
mind In pozitia ¢ §i vrem si mdrim aceastd secventd spre
dreapta (cu scopul de a creste suma elementelor) atunci tre-
buie sd sirim direct In P, pentru cd altfel i-am scidea suma
(deoarece am adduga o cantitate negativd). Se incearca intr-
un fel Imprtirea sirului initial in secvente strict pozitive, in-

s aceastd impdrtire nu se face numai asupra sirului initial, ci
a oricdrel secvente.

Desi aparent constructia acestui tablou are ordinul de
complexitate O(N?), o analizd amortizatd ne aratd cd este
vorba de O(N).

Cu ajutorul tabloului P, ne "plimbim" cu doi pointer-i
(indici) 1n sirul inigial (limita stingd si limita dreaptd a
secventei ciutate, initial plecind din stinga sirului), avind
grija ca diferenta dintre cei doi si fie intre L si U. In ciutarea
secventel pointer-ii sar numai peste secvente atomice (din
se sare in P). Fiecare secventd cdutata se compari cu maxi-
mul pand in acel moment. Astfel si aceastd parte de ciutare
are ordinul de complexitate O(N).

Recomandim cititorului si analizeze comportamentul
algoritmului pe un exemplu.

Vom prezenta in continuare doud variante de rezolvare
care au ordinul de complexitate O(N - log N).

Varianta cu heap-uri

Se foloseste un max-heap cu U - L + 1 elemente. La fiecare

pas 7, In acest heap se afli sumele secventelor de elemente

din sir, cu lungimea cuprinsi Intre L si U, care se termini pe

pozitia i.

De fapt, in heap nu se memoreazi efectiv sumele, ci po-
zitiile de inceput ale acestor secvente, astfel incit sumele si
se afle In relatia impusd de max-heap.

Avansarea la pasul i + 1 are urmitorul efect:

o toate secventele din heap devin mai lungi cu un element.
Aceasta nu modifici relatia de max-heap dintre ele, pentru
cd la fiecare se adaugd aceeasi cantitate;

o cea mai lungi secventd va avea lungimea U + 1 (dacd i > U),
deci va trebui scoasi din heap;

o apare 0 noud secventd de lungime L, care va trebui intro-
dusd in heap.

Suma unei secvente (cunoscand pozitiile de Inceput si
sfarsit) poate fi calculatd folosind vectorul sumelor partiale.
Daci sirul dat este A, atunci definim §;= A, + A, + .. + A,
§,= 0. Atunci, suma elementelor dintre pozitiile i si este
- Si—l'

Pentru localizarea secventelor care trebuie scoase din
heap se pastreazi o informatie auxiliard. De asemenea, se
observd cd va fi scos un element aflat pe o pozitie oarecare,
nu neapirat din varful heap-ului.

Evident, la fiecare pas maximul este comparat cu solutia
optimi de pani atunci, si eventual aceasta este actualizatd.

Recomandim implementarea acestei solutii, ca un exer-
citiu util pentru lucrul cu heap-uri.

La fiecare pas, se fac cel mult doud operatii cu heap-uri,
care pot fi realizate cu complexitate logaritmicd. Ordinul de
complexitate al algoritmului este O(N - log (U - L)), adicd
O(N - log N) pentru cazul cel mai defavorabil.

Varianta bazata pe programare dinamicé
Se calculeazd, pentru fiecare pozitie 7, cea mai mare sumai a
unei secvente de lungime cel mult 1, 2, 4, ... 2 incepand din



pozitia respectivd. Fie aceast informatie MAX[K, 7]. No-
taim cu LUNGIK, 7] lungimea acestei secvente.

Initial MAX]O, 7] este elementul de pe pozitia i din sir.

La trecerea de la pasul K la pasul K + 1, secventa de sumd
maximd, de lungime cel mult 25+, care incepe de pe pozitia
i, este fie secventa de lungime cel mult 2% (cu suma MAX[K,
i]), fie o secventd mai lungd. Singura secventd candidati este
cea formatd din cele 2X elemente incepand de pe pozitia 7, la
care alipim inci LUNGK, i + 2] elemente care dau cea mai
mare sumd a unei secvente imediat urmdtoare, de lungime
maxim 2K,

Calculul valorilor din MAX si LUNG pentru un K fixat
are deci ordinul de complexitate O(N), ceea ce inseamnd cd
determinarea tuturor valorilor va avea ordinul de complexi-
tate O(N - log N).

Cum folosim aceste valori?

Se observd ci o secventd de lungime cel putin L si cel
mult U incepe cu o secventd de lungime L, la care se alipesc
la dreapta cel mult U - L elemente. Fie P cea mai mare pu-
tere a lui 2 mai mici decat U - L.

Atunci, secventa de sumd maximd, de lungime cel putin
U si cel mult L, care incepe cu L elemente din care ultimul
se afld pe pozitia i - 1, se incadreazd in unul din urmitoarele
cazurt:

o are exact lungimea L;

o are lungimea cuprinsd Intre L si L + P, caz in care se ada-
ugi la cele L elemente o secventd de lungime LUNGIP, 1};

o are lungimea mai mare de L + P. Fie D = U - L. Atunci
secventa se termind pe una din ultimele P pozitii din cele
U, deci se adaugid D - P elemente la primele 7, dupd care
urmeazi inci LUNGIP, i + D - P] elemente.

Se ia varianta cea mai buni din aceste cazuri. Calculele

necesare au ordinul total de complexitate O(N).

Se impun urmitoarele observatii:

o lafel ca la varianta cu heap-uri, se va folosi vectorul sume-
lor partiale;

o se poate renunta la valorile din MAXj se lucreazd numai
cu LUNG si sumele partiale;

o din matricea LUNG se vor folosi numai ultimele doud
linii; linia K + 1 se construieste pe baza liniei K, dupd care
se renuntd la linia K;

o pentru a rezolva problema, indicele K al pasului pentru
calcularea valorilor din LUNG merge pand la P, deci sunt
log (U - L) pasi si nu log N pasi (valorile care ar fi obtinute
la pasii urmdtori nu ne intereseaza).

In concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
este O(N - log (U - L)), adici O(N - log N) pentru cazul cel

mai defavorabil.

P020309: Taxi
Aceastd problemd nu este dificili; dificultatea ei constd in
a nu pierde din vedere vreun caz.

Notim cu dx diferenta pe x intre cele doud taxiuri si cu
dy diferenta pe y.

Avem urmitoarele cazuri:

o dx =0, dy = 0 (taxiurile coincid): toti vor fi nehotarati;

o dx > dy: sunt B + 1 oameni nehotirati;

o dx < dy: sunt A + 1 oameni nehotdrai;

o dx = dy: aici este un caz special. Pe diagonala dintre ta-
xiuri vor fi oameni nehotdrati, insd vor exista, de asemenea,
s doud dreptunghiuri in care toti oamenii sunt nehoti-
rati. Si presupunem ci taxiurile sunt colturile unui ptrat.
Dreptunghiurile (cu oameni nehotdrti) vor avea un colt
in colturile neocupate (de taxiuri) ale patratului, iar altul
in coltul orasului.

Analiza complexitdtii
Ordinul de complexitate al operatiilor de citire a datelor si
scriere a rezultatelor este O(1).

Ordinul de complexitate al rezolvirii unui caz de test
este O(1), deoarece identificarea cazurilor si calculele afe-
rente necesitd un numdr de operatii mic, limitat superior
de o constanti.

PO80310: Expr

Dupi citirea datelor, se sorteazd toate numerele din mul-
timi. Pe parcursul rezolvirii, un element va fi inlocuit prin
indicele sdu din vectorul sortat; pentru aceasta se foloseste
cdutarea binar.

Rezolvarea problemei se bazeazi pe evaluarea expre-
siilor cu ajutorul gramaticilor. Gramatica este structuratd
pe doud niveluri: expresie si operand. Expresia este forma-
td din mai multi operanzi intre care existd operatiile spe-
cificate, iar operandul poate fi o multime sau alti expresie
(daci se intalneste paranteza deschisd).

Pentru fiecare dintre cele doud elemente ale gramaticii
se va scrie o functie recursivi. Aceasta returneazi o mul-
time, reprezentatd printr-o structurd de 1000 de octeti, su-
ficienti pentru totalul de 8000 de numere distincte din ex-
presie (din considerente de eficientd se poate prefera folo-
sirea unei structuri de 1024 octeti). Aceastd structurd poate
fi alcdtuitd din elemente de un octet (tipul byte in Pascal);
se pot alege variante pe doi, respectiv patru octeti.

Pentru mai multe detalii vom analiza exemplul din
enunt: {1,2,3,4}%({1,2,3,4}*{}+{1,2}+{5,6}-{1})

Initial se apeleaza functia expresie().

Expresia contine un operand, urmati eventual de un
operator si de o altd expresie. Se va apela deci functia ope-
rand(), se va citi un operator (daci nu s-a terminat sirul),
apoi se va apela functia expresie(). Rezultatul apelrii ei si
rezultatul apeldrii functiei operand() vor servi ca operanzi
operatorului respectiv.

Operandul initial este dat de multimea (1,2, 3, 4}. Se
citeste apoi % si se apeleazd expresie().

Aceasta intilneste un prim operand dat de paranteza
deschisd, deci se va apela din nou expresie(), dupi care se
va citi o parantezd inchis3. Aceastd noud apelare va intoar-
ce rezultatul {1,2,3,4}*{}+{1,2}+{5,6}-{1} (evident,
prin noi apelari de operand() si expresie()). Fisierul se ter-
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mind, deci se iese din functiile recursive si se calculeaz si
celelalte rezultate.

Invitim cititorul sd realizeze o implementare a acestei
rezolviri. Este un exercitiu util de programare, testare si
depanare (daci este cazul).

Precizim cd, In cazul in care s-ar fi introdus priorititi
ale operatorilor, gramatica ar fi fost mai complicata.

Analiza complexitdtii

Fie L numirul de caractere din expresie, N numirul total
de numere din multimile din expresie, D numirul de nu-
mere distincte si 7 numdrul de operatii.

Operatia de citire a datelor de intrare are ordinul de
complexitate O(L).

Sortarea celor N numere are ordinul de complexitate
O(N - log N).

Pe parcursul rezolvirii, fiecare numir este transformat
in indicele siu din vectorul sortat, ceea ce duce la ordinul
de complexitate cu O(N - log D). Deoarece D < N, acest
termen poate fi ignorat.

Efectuarea fiecireia din cele T operatii necesitd O(D)
operatii elementare. Pentru acestea se folosesc operatiile
OR, AND, XOR pe octetii care compun structura.

In concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
este (L + N-log N+ T D). Relatia pare complicatd, dar

ea ne spune cd rezolvarea se va Incadra in timp.

P080311: Ciclu

Rezolvarea se bazeazd pe o legitura subtili dintre ciclul
minim si ciclul mediu minim intr-un graf care admite arce
de cost pozitiv, zero si negativ. Aceste costuri au Intotdea-
una acelasi semn.

Facem o altd observatie: dacd adiugim (sau scidem)
aceeasi valoare x la toate costurile muchiilor, costul ciclu-
lui mediu minim creste (respectiv scade) exact cu aceeasi
valoare x.

Se contureazd deja o idee. Putem afla dacd un anumit
numir x este costul cerut astfel: scidem x din costurile
muchiilor si verificim daci ciclul minim are costul 0. Mai
mult, de aici putem s3 aflim dacd x este prea mic sau prea
mare. Dacd x este prea mare, atunci va exista un ciclu
negativ. Dacd nu, x este bun sau este prea mic.

De aici devine evidentd solutia: o cdutare binard a re-
zultatului, in care verificim existenta unui ciclu negativ. In
etapa de verificare se va folosi algoritmul Bellman-Ford
care are ordinul de complexitate O(N - M). Complexitatea
finali a algoritmului este O(N - M - log X), unde X este va-
loarea maximd a costului unui arc, inmultitd cu 100 (pen-
tru cele 2 zecimale exacte).

O altd solutie care ar fi putut obtine 1n jur de 70 de
puncte, dar care meritd mentionatd, deoarece poate fi folo-
sitd si in rezolvarea altor probleme, este bazatd pe progra-
marea dinamicd. Aceastd variantd are avantajul ¢ nu lucrea-
z3 decat cu numere Intregi (cu exceptia unor verificiri).

Se alege un nod de start s si se construieste (pastrind
doar ultimele doui linii) matricea A cu semnificatia ci A(j, 7)

este costul minim al unui drum care contine exact 7 arce,
care incepe cu nodul s si se termind cu nodul j. Evident,
A(i, 7) se calculeazi folosind valorile A(z - 1, k) pentru care
avem arc de la k laj.

Valorile care ne intereseazi sunt A3, s)/; o astfel de
valoare reprezintd lungimea medie a ciclului care incepe in
s, se termind in s §i contine exact 7 arce.

Optimizarea majord se bazeaza pe faptul c3, odati ce au
fost considerate ciclurile care incep dintr-un anumit nod,
nu mai este nevoie ca acesta s fie considerat pe viitor. Ast-
fel, pentru un anumit nod s, nu sunt calculate decit valo-
rile din matrice pentru carej > s.

Complexitatea acestei rezolviri este O(N? - M); se
alege, pe rind, un nod de start, dupi care valorile sunt
construite in O(N - M). Acest fapt este evident dacd obser-
vam cd valorile pe o linie a matricei se construiesc in O(M),
deoarece valorile unui element depind de valorile asociate
vecinilor din graf, aflate pe linia precedenta.

P080312: Prefix
Pentru fiecare sir se calculeazd functia prefix corespunzi-
toare algoritmului Knuth-Morris-Pratt (KMP).

Se considerd ci pozitiile caracterelor din sir sunt nume-
rotate de la 1 la N (lungimea sirului). Lungimea celui mai
lung prefix periodic este, dacd un astfel de prefix existd, cel
mai mare numir natural K (1 < K < N), avand proprie-
tatile:

* P[K] > 0;
o K modulo (K - P[K]) = 0.

Prin P[K] s-a notat valoarea functiei prefix corespun-
zatoare pozitiei K. Dacd nu vi se pare evident cd un astfel
de sir este periodic, incercati si demonstrati.

Daci prefixul de lungime K al sirului este periodic,
atunci K - P[K] reprezintd lungimea celei mai scurte peri-
oade a acestui prefix.

De exemplu, pentru sirul "abcababcababea", functia
prefix determinatd este urmdtoarea:

abcababcab a b c¢c a

K: 1234567891011 12 13 14

P[K]: 0001212345 6 7 8 9

Cel mai lung prefix periodic are lungimea 10, deoarece
P[10] =5 > 0'si 10 mod (10 - P[10]) = 10 mod 5 = 0. De
asemenea, se observa ci lungimea perioadei "abcab" este
5= 10 - P[10].

Analiza complexitdatii
Operatia de citire a datelor de intrare are ordinul de com-
plexitate O(N).

Calculul functiei prefix din cadrul algoritmului KMP
are ordinul de complexitate O(N). Pentru fiecare valoare a
functiei prefix, verificarea (P[K] > 0 si K modulo (K - P[K])
= 0) are ordinul de complexitate constant.

fn concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului

este O(N).



