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begin ... end?(3)

ALGORITMI -

CALCULABILITATE
Horia Georgescu

În cadrul acestui articol, ultimul de altfel din aceastã serie, vom aborda
problema decidabilitãþii funcþiilor folosind alte metode de calculabilitate ºi
vom prezenta o serie de probleme nedecidabile fãrã însã a insista asupra
demonstraþiilor acestora.

Alte modele de calculabilitate
Pentru a scurta drumul cãtre rezultatele importante ale teo-
riei calculabilitãþii, vom omite în continuare demonstra-
þiile. Cei interesaþi într-o expunere completã se pot adresa
autorului sau pot consulta bibliografia.

Calcule pe cuvinte
Fie A = {s1, s2, .., sn} un alfabet cu n litere. Introducem ur-
mãtoarea funcþie φn: A* → N care stabileºte pentru fiecare
cuvânt w ∈ A codificarea sa φn(w) ca numãr natural, astfel:

Exemplul 23
Fie A = {a, b, c} cu literele precizate în aceastã ordine.
Atunci vom avea:

φ3(baacb) = 2 · 34 + 1 · 33 + 1 · 32 + 3 · 3 + 2 = 209.

Observãm cã este vorba de ceva asemãnãtor cu scrierea
în baza n, cu deosebirea cã în loc de cifrele 0, 1, ..., n - 1 se
folosesc "cifrele" 1, 2, ..., n.

Motivaþiile sunt urmãtoarele:
• se evitã lipsa unicitãþii reprezentãrii uzuale în baza n; ast-

fel 23 = 023 = 0023 = .... (în noua scriere nu mai apare
cifra 0);

• se poate lucra ºi în baza 1. Astfel, dacã A = {a}, atunci:
φ1(a

n) = 1 · 1 + ... + 1 · 1 + 1 = n.

Se impun urmãtoarele observaþii:

• funcþia φn depinde în mod esenþial de n. Astfel, pentru
exemplul de mai sus, dacã considerãm w = baacb ∈ {a, b,
c, d} cuvântul ataºat va fi: φ4(w) = 2 · 44 + 1 · 43 + 1 · 42 +
3 · 4 + 2 ≠ φ3(w);

• funcþia φn depinde ºi de ordinea în care apar literele în A.
Nu am precizat explicit acest lucru pentru a nu încãrca
notaþia;

• aplicaþia φn este bijectivã.

Exemplul 24
Fie x = 209. Cãutãm w ∈ {a, b, c} cu w = ϕ3

-1(x).
209 = 3 · 69 + 2
69 = 3 · 22 + 3 !!!
22 = 3 · 7 + 1
7 = 3 · 2 + 1
2 = 3 · 0 + 2

Deci 209 → (2, 1, 1, 3, 2) → baacb.
Prezentãm în continuare, fãrã demonstraþie, urmãtoa-

rea propoziþie:

Propoziþia 8
Trecerea de la orice x ∈ N la w = ϕn

-1(x) se face în mod cal-
culabil.

Fie f: Nm → N. Atunci pentru orice alfabet A cu n litere
într-o ordine datã, putem considera funcþia fn = φn

-1 • f •
φn

m, adicã fn(w1, ..., wm) = φn
-1(f(φn(w1), ..., φn(wm))).

Fie A un alfabet cu n litere într-o ordine datã ºi fie fn:
(A*)m → A*. Atunci este bine determinatã funcþia f = φn • fn
• (φn

-1)m datã de f(w1, ..., wm) = φn(fn(φn
-1(w1), ..., φn

-1(wm))).
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Se observã în cele de mai sus cã, pentru un alfabet dat
cu n litere precizate într-o anumitã ordine, funcþiile fn ºi f
sunt bine determinate una de cãtre cealaltã, aceste determi-
nãri fiind realizate prin funcþii calculabile.

Rezultã cã o funcþie f: (A*)m → A* poate fi privitã ca o
funcþie f: Nm → N. Aceasta ne permite sã vorbim de func-
þii (parþial) calculabile pe cuvinte. Mai precis, fn: (A*)m →
A* se numeºte (parþial) calculabilã dacã f este (parþial) cal-
culabilã.

Exemplul 25
Funcþia | |n: N → N, corespunzãtoare funcþiei: A* → N,
care calculeazã lungimea unui cuvânt, este calculabilã:

.

Limbajul Sn
Limbajul S nu este adecvat pentru lucrul cu cuvinte. Astfel,
ºtergerea ultimei litere a unui cuvânt se face anevoios, iar
instrucþiunea v ← v + 1 (esenþialã pentru lucrul cu nu-
mere) este lipsitã de semnificaþie în lucrul pe cuvinte (de
exemplu, pentru A = {a, b, c}, cuvântul bacc este transfor-
mat în cuvântul bbaa).

De aceea, pentru fiecare n > 0, introducem limbajul Sn,
care lucreazã cu variabile care sunt cuvinte într-un alfabet A
cu |A| = n. Instrucþiunile acestui limbaj sunt urmãtoarele:
• v ← sv — se adaugã la stânga cuvântului v litera s;
• v ← v- — se ºterge ultima literã a lui v; λ- = λ;
• if v ends s goto L — dacã v se terminã cu litera s, se face

transfer la prima instrucþiune din program cu eticheta L;
în caz contrar se trece la instrucþiuniea urmãtoare.

Evident în instrucþiunile de mai sus trebuie sã avem v
∈ A*, s ∈ A. Prin analogie cu limbajul S, variabilele diferite
de variabilele de intrare se considerã iniþializate cu  λ (co-
respunzãtor lui 0), se folosesc macroinstrucþiuni etc. Dife-
renþa faþã de S constã numai în aceea cã variabilele sunt
gândite ca având valori în A*, iar forma instrucþiunilor
diferã, fiind acum adecvatã lucrului cu cuvinte.

Spunem cã o funcþie f: (A*)m → A* este (parþial) calcu-
labilã în Sn dacã este calculatã de un program în limbajul Sn.

Deºi instrucþiunile din Sn se referã la cuvinte, putem sã
le gândim ca referindu-se la numerele "în baza n" pe care
le reprezintã acele cuvinte; de exemplu, efectul numeric al
instrucþiunii v ← siv este v ← i · n|v|n + v.

Instrucþiunile din Sn sunt naturale pentru cuvinte ºi ne-
naturale pentru numere, aºa cum instrucþiunile din S sunt
naturale pentru numere, dar nu ºi pentru cuvinte.

Prezentãm câteva macroinstrucþiuni în limbajul Sn, îm-
preunã cu dezvoltãrile corespunzãtoare (se considerã A =
{s1, ..., sn}):
• if v ≠ λ goto L if v ends si goto L (1 ≤ i ≤ n)

• v ← λ [A] v ← v-

if v ≠ λ goto A

• goto L z ← s1z
if z ≠ λ goto L

• v' ← v z ← λ
v' ← λ

[A] if v ends si goto Bi (1 ≤ i ≤ n)
goto C

[Bi] (1 ≤ i ≤ n)
v ← v-

v' ← siv'
z' ← siz'
goto A

[C] if v ends si goto Di (1 ≤ i ≤ n)
goto E

[Di] (1 ≤ i ≤ n)
z ← z-

v ← siv
goto C

(se copiazã mai întâi v în v' ºi z, iar apoi se copiazã z în v).

Prezentãm în continuare, fãrã demonstraþie, urmãtoa-
rea teoremã:

Teorema 2
Fie f: Nm → N (parþial) calculabilã ⇔ ∀n ºi A = {s1, ..., sn},
funcþia fn : (A*)m → A* este (parþial) calculabilã în Sn.

Programe Post-Turing
Fie A = {s1, ..., sn} un alfabet format din n litere. Pe baza lui,
vom introduce un nou limbaj: limbajul Post-Turing Tn.

Se foloseºte o bandã infinitã, atât la dreapta cât ºi la
stânga, formatã din celule care pot conþine fie o literã din
A, fie un blanc (notat prin b sau s0). Mai existã un cap de
citire / scriere care poate explora, la fiecare moment de timp,
o singurã celulã. Întotdeauna banda va conþine numai un
numãr finit de celule în care apar litere din A.

Instrucþiunile limbajului Post-Turing Tn sunt urmã-
toarele:
• print s — în celula din dreptul capului de citire / scriere

se scrie litera s;
• if s goto L — dacã celula din dreptul capului de citire /

scriere conþine litera s, atunci se face transfer la prima in-
strucþiune din program cu eticheta L; în caz contrar, se
trece la instrucþiunea urmãtoare;

• right — capul de citire / scriere este deplasat cu o poziþie
la dreapta;

• left — capul de citire / scriere este deplasat cu o poziþie
la stânga.

Prin configuraþia benzii de intrare la un moment de
timp oarecare înþelegem conþinutul ei, împreunã cu poziþia
capului de citire / scriere; dacã va apãrea numai o porþiune
din bandã, se va considera cã în celulele din dreapta ºi stân-
ga sa apar numai celule goale (blancuri). Pentru a indica po-
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ziþia capului de citire/scriere, vom figura îngroºat (bold)
simbolul din celula în dreptul cãreia se aflã.

Configuraþia iniþialã pentru un program în limbajul Tn
care prelucreazã datele de intrare x1, ..., xm ∈ A* este urmã-
toarea:

unde, aºa cum am convenit, poziþia capului de citire / scri-
ere este în stânga celulei care conþine valoarea x1.

Dacã, de exemplu, x2 = λ, atunci dupã x1 vor apãrea
douã blancuri.

Sã observãm cã nu putem face distincþie între aceastã
configuraþie ºi cea cu m + 1 intrãri cu xm+1 = λ.

Exemplul 26
Fie A = {s1, s2, s3} ºi x ∈ A*. Urmãtoarea schimbare de con-
figuraþie:

este realizatã, de exemplu, de programul urmãtor, scris în
limbajul T3:
[A] right

if si goto A (1 ≤ i ≤ 3)
print s1
right
print s1

[B] left
if si goto B (1 ≤ i ≤ 3)

Exemplul 27
Fie A = {s1} ºi x ∈ A*. Urmãtorul program realizeazã schim-
barea de configuraþie:

Vom folosi, în afarã de s1 ºi b = s0, un simbol auxiliar
m ∉ A (numit marcaj):
[A] right

if b goto E
print m

[B] right
if s1 goto B

[C] right
if s1 goto C
print s1

[D] left
if s1 goto D
if b goto D
print s1
if s1 goto A

Acest program necesitã urmãtoarele explicaþii:
• primele trei instrucþiuni înlocuiesc primul s1 cu m;
• urmãtoarele patru instrucþiuni determinã deplasarea la

dreapta peste toþi s1, apoi peste b, apoi peste toþi s1;
• cele patru instrucþiuni care încep cu cea etichetatã cu D

determinã deplasarea la stânga peste toþi s1 ºi b, pânã la m;

• penultima instrucþiune înlocuieºte pe m cu s1;
• ultima instrucþiune face transfer la prima, dar acum capul

de citire/scriere este cu o poziþie mai la dreapta.
Pentru x = s1s1, se trece succesiv prin urmãtoarele con-

figuraþii:

bs1s1b bms1b bms1bb bms1bs1b bms1bs1b

bs1s1bs1b bs1mbs1b bs1mbs1b bs1mbs1s1b

bs1mbs1s1b bs1s1bs1s1b bs1s1bs1s1b

Exemplul de mai sus aratã necesitatea (sau cel puþin uti-
litatea) folosirii unor simboluri auxiliare (marcaje), pe lân-
gã simbolurile din A ∪ {s0}.

Fie funcþia parþialã fn: (A*)m → A*.
Spunem cã un program P în limbajul Tn calculeazã

funcþia fn dacã:
• plecându-se din configuraþia iniþialã cu valorile de intra-

re x1, ..., xm, programul se opreºte ⇔ fn(x1, ..., xm) ↓;
• la oprire, prin ºtergerea de pe bandã a simbolurilor care nu

sunt în A (adicã s0 = b sau marcaje), rãmâne fn(x1, ..., xm).

Prezentãm în continuare câteva macroinstrucþiuni ale
limbajului Tn, împreunã cu dezvoltãrile lor.
• goto L if si goto L (0 ≤ i ≤ n)

• right to next blank [A] right
if b goto E
goto A

• left to next blank [A] left
if b goto E
goto A

• move block right, care realizeazã schimbarea de confi-
guraþie:

unde blocul nu conþine b:
[C] left

if si goto Ai (0 ≤ i ≤ n)
[Ai] (1 ≤ i ≤ n)

right
print si
left
goto C

[A0] right
print b
left

• erase a block [A] right
if b goto E
print b
goto A

1
a

5
a

4
a

3
a

2
a

1
a

5
a

4
a

3
a

2
a

1
a



G
In

fo
 n

r.
 1

4/
1 

- 
ia

nu
ar

ie
 2

00
4

38

m
a
te

(se merge la dreapta, ºtergând (înlocuind cu b) toate sim-
bolurile pânã la primul b).

Prezentãm în continuare, fãrã demonstraþie, urmãtoa-
rea teoremã:

Teorema 3
Pentru orice funcþie parþialã fn: (A*)m → A*, fn este calculatã
de un program în Tn dacã ºi numai dacã este parþial calcu-
labilã în Sn.

Maºini Turing
La fel ca în cazul programelor Post-Turing, vom folosi o
bandã infinitã atât la dreapta, cât ºi la stânga, formatã din
celule care conþin simboluri dintr-un alfabet T, precum ºi
simbolul b. La fiecare moment de timp pe bandã se vor
afla doar un numãr finit de simboluri din T. Alfabetul T con-
þine o submulþime A. Ne va interesa în continuare cum,
din cuvintele x1, ..., xm ∈ A*, se poate obþine un cuvânt y ∈
A*; simbolurile din T \ A se numesc tot marcaje. Capul de
citire / scriere poate explora de asemenea o singurã celulã.
Deosebirea va consta în faptul cã trecerea de la o configu-
raþie la alta nu se va mai realiza pe baza unor instrucþiuni,
ci pe baza unor aºa numite stãri ale maºinii Turing.

O maºinã Turing este un quadruplu M = (K, T, q1, Q)
unde:
• K este alfabetul stãrilor;
• T este alfabetul maºinii Turing;
• q1 ∈ K este starea iniþialã;
• Q este o mulþime finitã de quadruple pe baza cãrora se

trece de la o configuraþie la alta.

O configuraþie are forma: , unde α, β ∈ (T ∪ {b}*),

s ∈ T ∪ {b} este simbolul din dreptul capului de citire /
scriere, iar q este starea curentã.

Prezentãm în continuare forma quadruplelor din mul-
þimea Q, împreunã cu schimbãrile de configuraþie cores-
punzãtoare:

• (qi, sj, sk, ql)

• (qi, sj, R, ql)

• (qi, sj, L, ql)

unde qi este starea din care se pleacã, sj este simbolul ex-
plorat de capul de citire / scriere, iar ql este starea în care
se ajunge; cele trei forme de quadruple determinã înlocui-
rea simbolului sj explorat prin sk, deplasarea la dreapta ºi de-
plasarea la stânga a capului de citire / scriere. Vom nota în
continuare s0 = b.

Vom considera numai maºini Turing deterministe, adi-
cã în care nu existã douã quadruple care încep cu aceeaºi
pereche (qi, sj).

Configuraþia iniþialã a benzii este urmãtoarea:

, unde x1, ..., xm ∈ A*.

Schimbãrile de configuraþie se fac conform quadruple-
lor din K. Maºina Turing se opreºte dacã se ajunge într-o

configuraþie de forma ºi nici un quadruplu din Q nu

începe cu (qi, sj).
Spunem cã M calculeazã funcþia f parþialã de aritate m

pe A*, dacã plecând de la configuraþia iniþialã, M se opreºte
pentru (x1, ..., xm) ∈ (A*)m dacã ºi numai dacã f(x1, ..., xm)
este definitã; în plus, la oprire pe bandã se obþine, ºtergân-
du-se toate simbolurile care nu sunt în A, tocmai f(x1, ..., xm).

Exemplul 28
Fie M = ((q1, q2, q3), {1}, q1,Q) unde: Q = {(q1, s0, R, q2), (q2,
1, R, q2), (q2, s0, 1, q3), (q3, 1, R, q3), (q3, q0, 1, q1)}. 

Cum s0 = b, avem de exemplu:

(se observã cã putem spune cã aceastã maºinã Turing cal-
culeazã funcþia datã de f(x) = x + 2).

O altã reprezentare pentru o maºinã Turing este cea
sub formã de tabel, pe care ne mãrginim a o prezenta pen-
tru exemplul considerat.

Prezentãm, fãrã demonstraþie, urmãtoarea teoremã:

Teorema 4
Orice funcþie parþialã este calculatã de un program Post-
Turing dacã ºi numai dacã este calculatã ºi de o maºinã
Turing cu acelaºi alfabet.

Concluzie
Am introdus în acest paragraf mai multe modele de calcu-
labilitate (de definire a noþiunii de algoritm) care au folosit
fie limbaje de programare (pe numere naturale sau pe cu-
vinte), fie maºini matematice. Teoremele enunþate au scos în
evidenþã echivalenþa lor, ceea ce confirmã teza lui Church.

Alte probleme nedecidabile
Includem în aceastã secþiune alte probleme nedecidabile, ne-
însoþite însã de demonstraþiile corespunzãtoare.

Teorema 5
Nu existã un algoritm care sã determine pentru orice pro-
gram P din limbajul S dacã ψP

(1) este sau nu total calculabilã.
Teorema spune cã problema "sã se determine pentru

un program oarecare dacã el se terminã pentru orice valoa-
re de intrare" este nedecidabilã.
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Observaþie
Rezultatul este diferit de cel din Teorema 1 (predicatul
HALT nu este calculabil) deoarece aici problema are ca da-
te de intrare programe, pe când în Teorema 1 problema avea
ca date de intrare programe însoþite de valori de intrare.

Teorema 6
Fie f o funcþie (parþialã) calculabilã de o variabilã. Atunci
nu existã un algoritm pentru urmãtoarea problemã: sã se
determine pentru orice program P dacã ψP

(1) = f.
Facem urmãtoarea observaþie legatã de aceastã teoremã:

sã considerãm o funcþie calculabilã simplã, de exemplu, cea
datã de f(x) = x + 1. Presupunem cã cerem mai multor
persoane sã scrie programe în limbajul S care sã calculeze
aceastã funcþie. Teorema de mai sus ne spune cã nu existã un
algoritm care sã verifice cã aceste programe produc rezultatul
dorit. Deci, cel puþin din punct de vedere al corectãrii
programelor, profesorul nu poate fi înlocuit de calculator.

Teorema 7
Nu existã un algoritm pentru urmãtoarea problemã: fiind
date u, v ∈ N, sã se determine dacã Φu

(1) = Φv
(1).

Teorema de mai sus aratã cã problema echivalenþei a
douã programe este nedecidabilã.

Încheiem lista problemelor nedecidabile cu problema
de corespondenþã a lui Post, formulatã în anul 1946, pro-
blemã cu aplicaþii în teoria limbajelor formale.

Un sistem Post peste un alfabet A constã dintr-un
numãr finit k de tipuri de dominouri de forma:

,

cu ui, vi ∈ A*, i = 1, ..., k (sãgeata de pe dominiouri aratã cã
nu le putem rãsturna; nu o vom mai figura în continuare).

Existã o infinitate de dominouri de fiecare tip.

Un sistem Post are soluþie dacã existã o înºiruire de
dominouri, astfel încât concatenarea cuvintelor aflate în
partea superioarã ºi concatenarea cuvintelor aflate în par-
tea inferioarã sã producã acelaºi cuvânt.

Exemplul 29
Fie A = {a, b}. Atunci sistemul Post urmãtor:

,

are soluþia a2b4 datã de:

.

Problema de corespondenþã a lui Post are urmãtorul
enunþ: existã un algoritm care sã determine pentru orice
sistem Post dacã el are sau nu soluþii?

Teorema de mai jos aratã cã problema de coresponden-
þã a lui Post nu este decidabilã.

Teorema 8
Fie A un alfabet cu |A| ≥ 2. Atunci nu existã un algoritm
care pentru orice sistem Post P peste A sã determine dacã
P are soluþie.

Scurt istoric al teoriei calculabilitãþii
Noþiunea de algoritm în accepþiunea uzualã, cunoscutã de
sute de ani, a fost ºi este suficientã pentru a elabora algo-
ritmi pentru diferite probleme, inclusiv de a-i implementa
în diferite limbaje de programare.

Totuºi, în anii 1930, dezvoltarea logicii matematice, pre-
cum ºi perspectiva imediatã a apariþiei calculatoarelor, a
fãcut ca matematicienii sã încerce sã gãseascã o definiþie ri-
guroasã a conceptului de algoritm. Necesitatea acestui lu-
cru a apãrut deci prin prisma evoluþiei matematicii, dar ºi
pentru a rãspunde la o întrebare naturalã: "e foarte bine cã
vor fi construite calculatoare, dar care sunt limitele prelu-
crãrilor pe care le pot realiza?".

Charles Babbage, plecând de la o idee a lui Leibniz, a
încercat sã construiascã un raþionament matematic care sã
foloseascã în mod mecanic simbolurile algebrice. Aceastã
încercare a fost concretizatã în maºina sa în greutate de 3
tone, bazatã pe metoda diferenþelor finite.

Punctul de plecare al cercetãrilor ce au condus la defi-
nirea conceptului de algoritm este considerat programul
matematic iniþiat de David Hilbert. Hilbert a propus o
metodã axiomaticã de lucru cu numerele naturale, în care
acestea sunt gândite ca obiecte între care existã relaþi des-
crise printr-un sistem necontradictoriu de axiome. Axio-
mele ºi teoremele sunt reprezentate prin secvenþe finite de
simboluri, iar demonstraþiile trebuiesc fãcute conform
unor "reguli mecanice". În 1922 a propus celebra Ent-
scheidungsproblem (problema deciziei) care constã în a
gãsi o modalitate de a testa într-un numãr finit de paºi dacã
o expresie formalã poate fi dedusã dintr-un sistem dat de
axiome.

Zece ani mai târziu, s-a arãtat însã cã problema deciziei
nu poate avea un rãspuns afirmativ; era necesar sã se
precizeze ce se înþelege prin funcþie calculabilã ºi prin pro-
cedurã de decizie.

În anul 1931, Kurt Gödel a dovedit incompletitudinea
aritmeticii: "existã propoziþii din aritmeticã pentru care nu
se poate demonstra dacã sunt adevãrate sau false". Pentru
aceasta, el a introdus noþiunile de funcþie recursivã ºi func-
þie calculabilã.

Denumirile au variat de-a lungul anilor, de aceea pre-
zentãm în continuare accepþiunile actuale.

Vom numi funcþii iniþiale urmãtoarele trei funcþii, evi-
dent calculabile:
• funcþia succesor s: N → N datã de s(x) = x + 1;
• funcþia nulã n: N → N datã de n(x) = 0;
• funcþiile proiecþii ui

n: Nn → N (i = 1, 2, ..., n) date de ui
n(x1,

x2, ..., xn) = xi.
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Definiþie
O funcþie se numeºte primitiv recursivã dacã se obþine din
funcþiile iniþiale aplicând de un numãr finit de ori operaþia
de compunere ºi recursia (1).

Evident, orice funcþie primitiv recursivã este calculabilã.

Teorema 9
Existã funcþii calculabile, care nu sunt primitiv recursive.

Lucrãrile lui Gödel au stat la baza cercetãrilor între-
prinse de Alonzo Church, Stephen Kleene, Alan Turing ºi
Emil Post. Fiecare dintre ei a definit un concept de calcu-
labilitate, adicã un concept de algoritm. Pe baza acestui con-
cept au abordat problema de decizie a lui Hilbert, demon-
strând cã existã probleme nedecidabile. Unele dintre aces-
te abordãri au fost prezentate în acest articol, într-o formã
posibilã dupã decenii de simplificãri ºi rafinãri.

Echivalenþa diferitelor concepte de algoritm introduse
a fost esenþialã în acceptarea tezei lui Church, care þine de
domeniul metamatematicii.

Note biografice
Charles Babbage (Teignmouth 1792 - Londra 1871)
Absolvent al Universitãþii Cambridge. A avut
preocupãri de calcul diferenþial ºi integral, dar
în special de logicã matematicã. A conceput
douã maºini de calcul, una bazatã pe diferenþe
finite, iar cealaltã analiticã, aceasta din urmã
fiind unanim consideratã ca precursoarea calculatoarelor
moderne. Membru al Societãþii Regale.

Augusta Ada King, contesã de Lovelace (1815 - 1852)
Fiica poetului Lord George Gordon Byron, colaboratoare
a lui Charles Babbage. Este consideratã prima femeie infor-
matician din lume. A dat numele limbajului de programa-
re Ada, care a introdus concepte noi în teoria programãrii.

David Hilbert (Königsberg 1862 - Götingen 1943)
Considerat de mulþi ca cel mai mare matema-
tician al epocii moderne, a avut contribuþii im-
portante în domeniile teoriei algebrice a nu-
merelor, fundamentelor geometriei, analizei,
fizicii teoretice ºi fundamentelor matematicii.
Cele 23 de probleme propuse la Congresul matematicie-
nilor de la Paris (1900), dintre care ultima a primit rãspuns
doar în 1970, continuã sã stimuleze studiile teoretice.

Kurt Gödel (Brno 1906 - Princeton 1978)
Lucrãrile sale cuprind arii vaste: fizicã, logicã ºi filozofia
matematicii. Celebru în special pentru teorema de incom-
pletitudine (1933) care îi poartã numele. Membru al Cer-
cului de Filozofie de la Viena, fuge la Princeton dupã insta-
larea regimului nazist.

Alonzo Church (Washington 1903 - Götingen 1995)
A urmat studiile la Princeton, apoi a profesat la UCLA.

Cunoscut ca matematician, logician ºi filozof. Cele mai im-
portante rezultate obþinute sunt teorema care îi poartã nu-
mele (care afirmã cã nu existã o procedurã de decizie pen-
tru aritmeticã) ºi teza lui Church, prezentatã în acest articol.

Stephen Cole Kleene (Hartford 1909 - Madison 1994)
Matematician ilustru, cu contribuþii majore în
domeniile logicii matematice, calculabilitãþii ºi
limbajelor formale. Contribuþiile sale în do-
meniul funcþiilor recursive au avut consecinþe
notabile, dintre care menþionãm demonstraþia
lui Matijasevics (1970) a nedecidabilitãþii celebrei probleme
a zecea a lui Hilbert privind existenþa unei soluþii întregi
pentru polinoamele cu coeficienþi întregi.

Emil Leon Post (Augustow 1897 - New York 1954)
Îºi obþine doctoratul la Universitatea din Columbia ºi apoi
predã la Universitatea Cornell ºi la alte universitãþi din
New York. Membru în American Mathematical Society ºi
fondator al Association for Symbolic Logic. Este considerat
ca precursor al teoriei moderne a demonstraþiei.

Alan Turing (Londra 1912 - Wilmslow 1954)
A absolvit King's College, Cambridge, apoi s-a
mutat la Princeton pentru a lucra cu Church.
Aici a publicat celebrul sãu articol privind pro-
blema de decizie a lui Hilbert în care a intro-
dus modelul de maºinã Turing, model de referinþã ºi as-
tãzi. Întors în Anglia, a lucrat ca specialist în descifrarea
codurilor la Foreign Oce în timpul celui de al doilea rãzboi
mondial. Dupã rãzboi a participat la producerea unei ma-
ºini automate de calcul. 

A formulat întrebarea "Presupunând cã un calculator
poate sã gândeascã, cum putem sã ne dãm seama (If a com-
puter could think, how would we tell)?". Întrebarea s-a
concretizat în testul lui Turing: "se pun întrebãri unei per-
soane ºi unui calculator, la care trebuie sã rãspundã printr-
un text. Poate un arbitru sã nu fie capabil sã identifice
sursa rãspunsurilor?". Deocamdatã nici un calculator nu a
trecut testul lui Turing (premiul de 100.000 lire sterline îºi
aºteaptã în continuare câºtigãtorul...). Mai menþionãm cã
Turing este considerat pãrintele inteligenþei artificiale.
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