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Iaºi, România

Olimpiada BALCANICÃ de
informaticã
În continuare vã vom prezenta soluþiile celor ºase probleme propuse la cea de-a
XI-a ediþie a Olimpiadei Balcanice de Informaticã. Aceste soluþii au fost realiza-
te de redacþia GInfo pe baza soluþiilor oficiale prezentate de cãtre autorii pro-
blemelor.

P060313: Secvenþa Farey
Pentru a rezolva problema, vom aborda urmãtoarea subpro-
blemã:

"Dându-se o fracþie A / B, nu neapãrat ireductibilã, sã se
afle câte fracþii din secvenþa Farey sunt mai mici decât ea."

Având o funcþie care rezolvã aceastã subproblemã, al-
goritmul pentru problema din concurs ar fi urmãtorul:
• determinãm numãrul X astfel încât rãspunsul sã fie între

X/N ºi (X + 1)/N, folosind cãutarea binarã pentru X ºi
apelând funcþia de mai sus de log N ori;

• determinãm toate fracþiile A / B din intervalul X/N ... (X
+ 1) / N. Pentru un B fixat existã cel mult un A care sã
corespundã; acesta poate fi determinat în O(1);

• sortãm aceste fracþii în O(N · log N) ºi determinãm re-
zultatul.

Cum construim funcþia descrisã mai sus?
Fie C[j] numãrul de fracþii ireductibile i/j mai mici

decât X/N.
Algoritmul este bazat pe urmãtoarea observaþie:

.

O implementare directã, care testeazã fiecare D dacã es-
te divizor al lui j, are ordinul de complexitatea O(N2).

O implementare mai bunã, inspiratã din ciurul lui Era-
tostene, este urmãtoarea: la pasul j, cunoscând C[j], îl scã-
dem din toþi multiplii lui j. Timpul de execuþie al funcþiei
este O(N · log N).

Analiza complexitãþii
Ordinul de complexitate al operaþiilor de citire a datelor
de intrare ºi scriere a rezultatelor este O(1).

Operaþia de determinare a numãrului X are ordinul de
complexitate O(N · log2 N). 

Pasul de dupã determinarea lui X are ordinul de com-
plexitate O(N · log N), dat de sortare.

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceastã problemã este O(N · log2 N).

P060314: Traversare
Problema se rezolvã prin metoda programarii dinamice.

Toate calculele pentru numãrul de posibilitãþi de tra-
versare se vor face modulo 9901. 

Trebuie calculat, pentru fiecare cutie i, A[i] = numãrul
de posibilitãþi de a traversa lacul, ultima cutie fiind i.

Metoda clasicã, folosind j = 1, 2, ..., i - 1 ca penultima
cutie (dacã diferenþa de înãlþime o permite) ºi calculând
A[i] pe baza valorilor din A[j], ar avea ordinul de comple-
xitate O(N2). 

Existã mai multe metode de complexitate O(N · log N).
Vom prezenta una dintre ele.

Iniþial sortãm înãlþimile cutiilor. 
Construim o structurã de date sub forma unui arbore

binar complet. 
Frunzele arborelui corespund înãlþimilor cutiilor. A

K-a frunzã corespunde celei de-a K-a înãlþimi (1 ≤ K ≤ N)
ºi va conþine numãrul de posibilitãþi (modulo 9901) în care
se poate realiza o traversare, terminând cu o cutie care are
aceastã înãlþime.

Nodurile intermediare din arbore conþin suma valori-
lor din cei doi fii modulo 9901.

Iniþial considerãm cã s-au folosit 0 cutii, deci arborele
este plin cu 0. 

La introducerea unei cutii de înãlþime X se realizeazã
urmãtoarele operaþii:
• se cautã binar înãlþimile X - H ºi X + H în vectorul sortat

de înãlþimi;
• se calculeazã, în O(log N), numãrul de posibilitãþi în care

se poate realiza o traversare, terminând cu cutii având
înãlþimea între X - H ºi X + H. Lãsãm detalierea acestui
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pas ca exerciþiu pentru cititor; având explicatã structura
de date, exerciþiul nu este foarte dificil.

• se adunã 1 la acest numãr, datoritã posibilitãþii de a folosi
cutia nouã ca primã cutie;

• numãrul de posibilitãþi pentru înãlþimea X creºte cu nu-
mãrul obþinut ºi se actualizeazã valorile din arbore, pen-
tru nodul tatã, tatãl acestuia etc., în log N paºi.

În final, din numãrul total de posibilitãþi (dat de rãdã-
cina arborelui) se scade N, deoarece nu sunt acceptate po-
sibilitãþile de traversare cu o singurã cutie.

Analiza complexitãþii
Ordinul de complexitate al operaþiei de citire a datelor de
intrare este O(N).

Calculele pentru introducerea unei noi cutii au ordinul
de complexitate O(log N). Pentru toate cele N cutii, opera-
þiile cu arborele au ordinul de complexitate O(N · log N).

Ordinul de complexitate a operaþiei de scriere a rezul-
tatelor este O(1).

În final, ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare pentru aceastã problemã este O(N · log N).

P060315: Compania
Diferenþa cerutã este 0 dacã N este divizibil cu 3 ºi 1 în caz
contrar. Existã mai multe metode, bazate pe greedy ºi pe
programare dinamicã cu ajutorul cãrora se poate obþine o
soluþie cu diferenþã minimã. 

Vom prezenta soluþia autorului problemei, lãsând ca
exerciþiu cititorului gãsirea unei soluþii bazate pe progra-
marea dinamicã, fãrã a folosi re-colorarea (prezentatã mai
jos). Precizãm cã o astfel de soluþie necesitã atenþie deose-
bitã la implementare, datoritã numãrului mare de cazuri.

Compania este un arbore, care va fi colorat cu trei culori.
Fie un subarbore al arborelui, având ca rãdãcinã un

nod R. Algoritmul va colora arborele respectiv în trei cu-
lori, astfel încât diferenþa sã fie minimã. Aceastã colorare
poate fi modificatã pe parcurs, dupã cum se va vedea în
continuare.

Dacã R este o frunzã, atunci va fi coloratã cu culoarea 1.
Dacã R are un singur fiu, atunci se coloreazã subar-

borele care are ca rãdãcinã fiul respectiv, dupã care R este
colorat cu culoarea cea mai puþin folositã, care este diferitã
de culoarea fiului. Dacã sunt douã culori care îndeplinesc
aceastã proprietate, se va alege una oarecare. Analizând al-
goritmul, se poate demonstra cã întotdeauna va exista cel
puþin o culoare disponibilã.

Dacã R are doi fii, FiuStânga ºi FiuDreapta, se vor
colora independent cei doi subarbori care au ca rãdãcini
aceºti fii. Apoi, arborele pornind din FiuDreapta este re-
colorat, folosind o permutare a celor trei culori ºi colora-
rea existentã, astfel încât sã se respecte condiþiile din enunþ
ºi diferenþa în subarborele cu rãdãcina R sã fie minimã. R
se coloreazã cu culoarea rãmasã disponibilã.

Se observã cã o astfel de re-colorare menþine respecta-
rea condiþiilor în arborele cu rãdãcinã în FiuDreapta, de-

oarece douã noduri colorate diferit rãmân colorate diferit
dupã re-colorare.

Analizând toate cazurile, se observã cã o re-colorare
care sã ducã la o soluþie validã pentru subarborele cu rãdã-
cina în R existã întotdeauna, indiferent de colorarea subar-
borelui cu rãdãcina în FiuStânga.

Pentru a alege permutarea pentru re-colorare se vor
încerca toate cele 3! = 6 variante. Nu se va realiza re-colo-
rarea efectivã, ci se va pãstra, pentru FiuDreapta, permu-
tarea folositã.

Algoritmul este rulat din rãdãcina arborelui. Se obþine
astfel o strategie de colorare validã, care conduce la dife-
renþa minimã.

Presupunând cã s-ar fi fãcut re-colorarea efectivã la
fiecare pas, culorile nodurilor ar fi fost determinate. Aceas-
ta ar fi condus însã la o creºtere a complexitãþii, inaccepta-
bilã pentru limitele date.

Pentru afiºarea soluþiei se realizeazã o a doua parcur-
gere a arborelui. În cadrul acesteia se realizeazã colorarea
efectivã, combinând permutãrile culorilor din fiecare nod.
Pentru nodurile unde nu s-a fãcut recolorare se va consi-
dera permutarea identicã (1 2 3).

Analiza complexitãþii
Operaþiile de citire a datelor de intrare ºi scriere a rezulta-
telor au ordinul de complexitate O(N).

La prima parcurgere, pentru fiecare nod se executã un
numãr de operaþii limitat de o constantã (cel mult douã
apeluri recursive ºi analizarea celor ºase permutãri posibile
pentru re-colorarea subarborelui drept). Ordinul de com-
plexitate al acestei parcurgeri este O(N). Dacã s-ar fi fãcut
re-colorarea efectivã, se observa cã unii subarbori ar fi fost
re-coloraþi de mai multe ori, ceea ce ar fi condus la o creº-
tere a complexitãþii. 

Cea de-a doua parcurgere are acelaºi ordin de comple-
xitate, deoarece numãrul de operaþii pentru fiecare nod este
de asemenea limitat.

În final, ordinul de complexitate al algoritmului de
rezolvare pentru aceastã problemã este O(N).

P060316: Consiliu de trib
Reformulãm cerinþa problemei: Se considerã un arbore. Sã
se aleagã o ordine de colorare a nodurilor, astfel încât ori-
care douã noduri sã fie colorate diferit, fiecare nod sã fie co-
lorat cu prima culoare disponibilã ºi numãrul de culori fo-
losit sã fie maxim. Se cere doar numãrul de culori, nu ºi o
colorare.

Rezolvarea se bazeazã pe metoda programãrii dinamice.
Introducem urmãtoarea propoziþie ajutãtoare:
Fie un subarbore cu o rãdãcinã fixatã. Dacã putem co-

lora rãdãcina cu culoarea K, folosind numai nodurile din
subarbore, atunci o putem colora cu orice culoare mai micã
decât K.

Demonstraþia este simplã ºi se bazeazã pe schimbarea
ordinii de colorare a fiilor. Concluzia este cã trebuie deter-
minatã, pentru fiecare nod, culoarea maximã care se poate
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obþine pentru acesta, folosind nodurile din subarborele ca-
re îl are ca rãdãcinã.

Pentru a rezolva problema se poate alege, pe rând, fie-
care nod ca fiind rãdãcinã a arborelui (deci ca fiind ultimul
nod colorat). Pentru fiecare astfel de alegere se calculeazã
culorile maxime pentru fiecare nod, folosind un algoritm
simplu de programare dinamicã cu ordinul de complexita-
te O(N). Complexitatea acestei metode este O(N2), deci
metoda nu se va încadra în timp. Pe de altã parte, dacã se
porneºte dintr-un singur nod, se poate demonstra cã solu-
þia este cu cel mult 1 mai slabã decât soluþia optimã; por-
nind din mai multe noduri, fãrã a ieºi din timp, ºansele de
a obþine soluþia optimã cresc.

Pentru un nod oarecare K, considerat ca ultimul nod
colorat (deci ca nouã rãdãcinã, reorientând arborele), ne in-
tereseazã culoarea maximã cu care poate fi colorat fiecare
vecin din arbore, folosind pentru aceasta numai nodurile
din subarborii induºi de vecinii respectivi. 

Se observã cã metoda precedentã ar fi dus la repetarea
a numeroase calcule. Existã, deci, ºanse sã gãsim o metodã
mai eficientã.

Privind problema din punct de vedere al muchiilor, ne
intereseazã, pentru fiecare muchie, numãrul maxim de cu-
lori cu care pot fi colorate capetele ei, dacã scoatem mu-
chia respectivã ºi analizãm separat cei doi subarbori for-
maþi. Trebuie sã calculãm douã valori pentru fiecare mu-
chie. Acestea se pot calcula folosind o procedurã recursi-
vã; se observã cã fiecare muchie este parcursã de un numãr
constant de ori.

Pentru aflarea optimului, se analizeazã fiecare muchie.
Dacã maximul pentru ambele capete este egal cu o valoare
M, atunci arborele se poate colora cu M + 1 culori, alegând
unul din capete ca ultim nod. Dacã maximele sunt diferite,
atunci se alege ca ultim nod capãtul cu maximul mai mare.

Se alege varianta cea mai bunã dintre cele N - 1 varian-
te date de muchiile arborelui.

Analiza complexitãþii
Ordinul de complexitate al operaþiei de citire a datelor de
intrare este O(N), iar al operaþiei de scriere a rezultatelor
este O(1).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
este O(N), deoarece fiecare muchie este parcursã de un nu-
mãr constant de ori.

P060317: Euro
Existã mai multe rezolvãri pentru aceastã problemã.

Soluþia evidentã, bazatã pe metoda programãrii dina-
mice, are ordinul de complexitate O(N2). Aceasta constã în
a calcula, pentru fiecare i între 1 ºi N, valoarea C[i] a câº-
tigului maxim care se poate obþine în primele i zile. Acesta
depinde de câºtigul maxim care se poate obþine în primele
j zile, cu j < i. Aceastã rezolvare nu s-ar încadra în timp
pentru testele mari.

Sã vedem cum se poate îmbunãtãþi aceastã soluþie.

Se observã cã, dacã sunt mai multe schimbãri, prima
sumã schimbatã este negativã. De ce? Dacã ar fi pozitivã,
o putem aduna la urmãtoarea sumã schimbatã; în acest
mod facem o schimbare în loc de douã, economisim taxa
T ºi obþinem un profit mai mare, deoarece cursul valutar
creºte în timp.

Pe baza acestei observaþii putem împãrþi cele N valori
în intervale. Astfel, primul interval conþine primele K ele-
mente din ºir, astfel încât suma primelor K elemente sã fie
negativã, dar suma primelor j elemente sã fie cel puþin 0
pentru orice j < K. Dacã un astfel de K nu existã, se va efec-
tua o singurã schimbare.

Urmãtorul interval este ales în acelaºi mod, luând în
considerare numai elementele de dupã primul interval ºi
aºa mai departe. Se observã cã toate sumele intervalelor,
exceptând, eventual, ultimul interval, sunt negative; dacã
una dintre sume ar fi pozitivã, am concatena intervalul res-
pectiv cu intervalul urmãtor, obþinând o soluþie mai bunã.

În acest moment putem aplica metoda programãrii di-
namice. Fiecare schimbare va fi efectuatã exact dupã unul
din intervale. Varianta descrisã mai sus, în care am înlocui
elementele cu intervale, ar avea ordinul de complexitate
O(NR2), unde NR este numãrul intervalelor. Pe cazul cel
mai defavorabil, se obþine tot O(N2)

Putem îmbunãtãþi aceastã soluþie.
Se observã cã este preferabil ca numãrul de intervale

consecutive dintre douã schimbãri sã fie mic. 
Fiecare schimbare, cel mult exceptând-o pe ultima,

aduce o pierdere.

Presupunem cã la o anumitã schimbare folosim K in-
tervale. Dacã am "sparge" aceastã schimbare în una forma-
tã din primele J din cele K intervale ºi una formatã din ce-
lelalte K - J intervale, ar exista o penalizare suplimentarã T,
dar ºi o scãdere a pierderii, deoarece pierderea datã de pri-
mele J intervale ar fi micºoratã, datoritã schimbãrii la un
curs mai mic. Pentru K suficient de mare, scãderea pier-
derii este semnificativ mai valoroasã decât penalizarea su-
plimentarã T. 

O limitã superioarã pentru K este 2 · . Dacã schim-
barea ar avea mai mult de 2 · intervale, atunci am pu-
tea-o "sparge" dupã intervale. Aceasta ar aduce o pe-
nalizare T, dar ºi o scãdere a pierderii. Scãderea ar fi datã
de suma valorilor absolute ale pierderilor pe cele inter-
vale (egalã cu cel puþin , deoarece pe fiecare interval
pierderea este de cel puþin -1), înmulþitã cu K - (da-
toritã diferenþei între cursurile la care se face schimbarea).
Evident, aceastã scãdere a pierderii este mai importantã
decât penalizarea T. 

Aceasta conduce la o îmbunãtãþire a algoritmului de
programare dinamicã. Pentru calculul C[i] (câºtigul dupã pri-
mele i intervale) se iau în considerare valorile C[j], cu j - 
< j < i. Ordinul de complexitate este deci O(NR · ).
Acest algoritm ar fi obþinut punctajul maxim.

T
T

T
T

T

T
T

T
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Analiza complexitãþii
Ordinul de complexitate al operaþiei de citire a datelor de
intrare este O(N).

Determinarea intervalelor descrise mai sus are ordinul
de complexitate O(N).

Calculul valorilor C[i] are ordinuul de complexitate
O(N · ), deoarece numãrul de intervale este limitat
superior de N.

Ordinul de complexitate al operaþiei de scriere a rezul-
tatelor este O(1).

În final, ordinul de complexitate al algoritmului de
rezolvare pentru aceastã problemã este O(N · ).

P060318: Nava spaþialã
Aceasta a fost cea mai simplã problemã din concurs. 

Pentru rezolvare, putem porni invers, de la ultimul
zbor spre primul.

O echipã de N oameni poate sã conþinã cel mult unul
din ultimii S oameni de ºtiinþã care au pãrãsit Pãmântul,
cel mult doi din ultimii 2 · S oameni etc.

Construim o matrice A, unde A[i, j] reprezintã numã-
rul de echipe posibile de j oameni de ºtiinþã care au fost
aduse cu ultimele i zboruri.

Evident, A[1, 1] = S ºi A[i, j] = 0 pentru j > i.

Pentru i > 1, sã analizãm cum se poate forma o echipã
cu j oameni dupã i zboruri. O astfel de echipã poate con-
þine cel mult P oameni din cel mai puþin recent zbor, cãro-
ra li se vor alãtura j - P oameni din celelalte zboruri.
Evident P ≤ j ºi P ≤ S. 

Cei P oameni se pot alege în CS
P moduri. Pentru fie-

care astfel de alegere, ceilalþi j - P oameni se pot alege în
A[i - 1, j - P] moduri. Deci pentru P fixat avem CS

P · A[i -
1, j - P] moduri.

Modalitãþile pentru P = 0, P = 1, P = 2 etc. se adunã,
obþinându-se A[i, j]. Se folosesc calcule cu numere mari.

Deoarece sunt maxim 400 de posibilitãþi de date de in-
trare, valorile pentru fiecare intrare posibilã pot fi scrise
într-o tabelã de constante, într-un alt program. Se obþine
astfel un program care citeºte datele de intrare ºi afiºeazã
direct rezultatul.

Analiza complexitãþii
Ordinul de complexitate al operaþiei de citire a datelor de
intrare ºi cel al operaþiei de scriere a rezultatelor este O(1).

Programul dat spre evaluare constã în citirea datelor ºi
afiºarea rezultatelor. Deoarece numãrul de cifre al rezulta-
tului este limitat superior de o constantã, ordinul de com-
plexitate al rezolvãrii este O(1).

T

T

Orice bbug ssuficient dde aavansat nnu ppoate ffi
deosebit dde oo ffacilitate.

Dacã uun pprogram eeste ffolositor, aatunci vva ttrebui
modificat ccu ssiguranþã.

Dacã uun pprogram eeste ccomplet iinutil, aatunci vva
trebui ddocumentat.

Programatorii aadevãraþi nnu îîºi ccomenteazã
niciodatã ccodul ssursã. DDatoritã ffaptului ccã aa
fost ddepus uun eefort ddeosebit ppentru aa sscrie
codul, eeste nnormal ssã ttrebuiascã uun eefort ººi
mai mmare ppentru aa-ll îînþelege.

Hardware-uul eeste uun pprodus ccare sse sstricã ddacã
te ""joci" mmult ccu eel. SSoftware-uul eeste uun pprodus
care ffuncþioneazã nnumai ddupã cce tte ""joci" mmult
cu eel.

Viaþa aar ffi mmult mmai uuºoarã ddacã aam pputea ssã nne
uitãm ppeste ccodul ssursã.

Cea mmai bbunã mmodalitate dde aa mmãri vviteza uunui
calculator eeste ffolosirea uunei aacceleraþii dde 99,8
m/s2.

Orice ffemeie eeste dde nnota 110. DDiferenþa oo fface
baza îîn ccare eeste sscris aacest nnumãr.

DDee--aallee  pprrooggrraammaattoorrii lloorr.. .. ..

AAccrroonniimmee
MS-DDOS == Maybe SomeDay aan Operating

System ((poate, îîntr-oo zzi, uun ssistem dde ooperare)
MACINTOSH == Machine Always Crashes - If

Not The Operating System Hangs ((maºina sse
blocheazã îîntotdeauna, ddacã nnu, ccade
sistemul dde ooperare)

IBM == It's Better Manually ((este mmai bbine dde
mânã)

MIPS == Meaningless Indicator oof Processor
Speed ((indicator ffãrã ssens aal vvitezei
procesorului)

DDeeppaannaarree  îînn  CC
· ddacã eeste pposibil, nnici mmãcar nnu îîncerca; llasã

pe aaltcineva
· iintrodu llinii vvide îîn ppoziþii aaleatoare,

recompileazã ººi eexecutã
· aaruncã ccu aapã ssfinþitã ppe ttastaturã
· ssunã lla 1112 ººi þþipã
· rrescrie pprogramul îîn llimbaj dde aasamblare;

aceasta nnu vva rrezolva pproblemele ddar, ccel
puþin, vvei ffi ssigur ccã nnimeni aaltcineva nnu lle vva
descoperi ººi nnu tte vva pputea fface nnimeni ssã tte
simþi pprost


