Iasi, Romania

Olimpiada BALCANICA de

informatica

in continuare vé vom prezenta solutiile celor sase probleme propuse la cea de-a
Xl-a editie a Olimpiadei Balcanice de Informaticd. Aceste solutii au fost realiza-
te de redactia Ginfo pe bhaza solutiilor oficiale prezentate de catre autorii pro-

bhlemelor.

P0O60313: Secventa Farey

Pentru a rezolva problema, vom aborda urmdtoarea subpro-

blema:

"Dandu-se o fractie A / B, nu neapdrat ireductibild, s se
afle cate fractii din secventa Farey sunt mai mici decat ea."

Avand o functie care rezolvd aceastd subproblemd, al-
goritmul pentru problema din concurs ar fi urmitorul:

o determindm numdrul X astfel incat rispunsul si fie intre
X/N si (X + 1)/N, folosind ciutarea binard pentru X si
apeland functia de mai sus de log N ori;

o determindm toate fractiile A / B din intervalul X/N ... (X
+ 1) / N. Pentru un B fixat existi cel mult un A care si
corespundi; acesta poate fi determinat in O(1);

o sortam aceste fractii In O(N - log N) si determinim re-
zultatul.

Cum construim functia descrisi mai sus?

Fie C[j] numirul de fractii ireductibile i/j mai mici
decat X/N.

Algoritmul este bazat pe urmitoarea observatie:

Clj]l= LX-B/NJ—ZC[D].
DIy

O implementare directd, care testeazd fiecare D daci es-
te divizor al lui j, are ordinul de complexitatea O(N?).

O implementare mai bund, inspiratd din ciurul lui Eva-
tostene, este urmitoarea: la pasul j, cunoscind C[j], 1l sci-
dem din toti multiplii lui j. Timpul de executie al functiei
este O(N - log N).

Analiza complexitdtii
Ordinul de complexitate al operatiilor de citire a datelor
de intrare si scriere a rezultatelor este O(1).

Operatia de determinare a numirului X are ordinul de
complexitate O(N - log? N).

Pasul de dupd determinarea lui X are ordinul de com-
plexitate O(N - log N), dat de sortare.

In concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceastd problemi este O(N - log? N).

P060314: Traversare
Problema se rezolvi prin metoda programarii dinamice.
Toate calculele pentru numdrul de posibilititi de tra-
versare se vor face modulo 9901.
Trebuie calculat, pentru fiecare cutie , A[i] = numdrul
de posibilititi de a traversa lacul, ultima cutie fiind 7.
Metoda clasic, folosind j = 1, 2, ..., i - 1 ca penultima
cutie (dacd diferenta de iniltime o permite) si calculind
A[i] pe baza valorilor din A[f], ar avea ordinul de comple-
xitate O(N?).
Existd mai multe metode de complexitate O(N - log N).
Vom prezenta una dintre ele.

Initial sortim Indltimile cutiilor.

Construim o structurd de date sub forma unui arbore
binar complet.

Frunzele arborelui corespund indltimilor cutiilor. A
K-a frunzi corespunde celei de-a K-a iniltimi (1 < K < N)
si va contine numdrul de posibilititi (modulo 9901) in care
se poate realiza o traversare, terminind cu o cutie care are
aceastd indltime.

Nodurile intermediare din arbore contin suma valori-
lor din cei doi fii modulo 9901.

Initial considerdm ci s-au folosit O cutii, deci arborele
este plin cu 0.
La introducerea unei cutii de indltime X se realizeazi
urmitoarele operatii:
o se cautd binar ndltimile X - H si X + H 1n vectorul sortat
de indltimi;
o se calculeazd, in O(log N), numdrul de posibilitati in care
se poate realiza o traversare, terminand cu cutii avind
iniltimea intre X - H si X + H. Lisim detalierea acestui
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pas ca exercitiu pentru cititor; avind explicatd structura
de date, exercitiul nu este foarte dificil.

o se adund 1 la acest numdr, datoritd posibilititii de a folosi
cutia noud ca primi cutie;

o numirul de posibilititi pentru iniltimea X creste cu nu-
mirul obtinut si se actualizeazi valorile din arbore, pen-

tru nodul tatd, tatdl acestuia etc., In log N pasi.

In final, din numirul total de posibilititi (dat de ridi-
cina arborelui) se scade N, deoarece nu sunt acceptate po-
sibilitatile de traversare cu o singurd cutie.

Andaliza complexitdtii
Ordinul de complexitate al operatiei de citire a datelor de
intrare este O(N).

Calculele pentru introducerea unei noi cutii au ordinul
de complexitate O(log N). Pentru toate cele N cutii, opera-
tiile cu arborele au ordinul de complexitate O(N - log N).

Ordinul de complexitate a operatiei de scriere a rezul-
tatelor este O(1).

In final, ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare pentru aceast problemd este O(N -log N).

P060315: Compania

Diferenta cerutd este 0 dacd N este divizibil cu 3 si 1in caz
contrar. Existd mai multe metode, bazate pe greedy si pe
programare dinamicd cu ajutorul cirora se poate obtine o
solutie cu diferentd minima.

Vom prezenta solutia autorului problemei, lisind ca
exercitiu cititorului gisirea unei solutii bazate pe progra-
marea dinamicd, firi a folosi re-colorarea (prezentatd mai
jos). Precizim ci o astfel de solutie necesitd atentie deose-
bitd la implementare, datoritd numdrului mare de cazuri.

Compania este un arbore, care va fi colorat cu trei culori.

Fie un subarbore al arborelui, avind ca ridicini un
nod R. Algoritmul va colora arborele respectiv in trei cu-
lori, astfel incat diferenta s fie minima. Aceastd colorare
poate fi modificatd pe parcurs, dupd cum se va vedea in
continuare.

Daci R este o frunzi, atunci va fi colorati cu culoarea 1.

Dacid R are un singur fiu, atunci se coloreazi subar-
borele care are ca radicind fiul respectiv, dupi care R este
colorat cu culoarea cea mai putin folositi, care este diferitd
de culoarea fiului. Daci sunt doud culori care indeplinesc
aceastd proprietate, se va alege una oarecare. Analizand al-
goritmul, se poate demonstra ci intotdeauna va exista cel
putin o culoare disponibild.

Dacid R are doi fii, FiuStanga si FiuDreapta, se vor
colora independent cei doi subarbori care au ca ridicini
acesti fii. Apoi, arborele pornind din FiuDreapta este re-
colorat, folosind o permutare a celor trei culori si colora-
rea existentd, astfel incat sd se respecte conditiile din enunt
si diferenta in subarborele cu ridicina R si fie minimi. R
se coloreazd cu culoarea rimasi disponibild.

Se observi cd o astfel de re-colorare mentine respecta-
rea conditiilor in arborele cu ridicind in FiuDreapta, de-

oarece doud noduri colorate diferit riman colorate diferit
dupi re-colorare.

Analizind toate cazurile, se observi ci o re-colorare
care s duci la o solutie validd pentru subarborele cu ridi-
cina in R existi intotdeauna, indiferent de colorarea subar-
borelui cu ridicina in FiuStinga.

Pentru a alege permutarea pentru re-colorare se vor
incerca toate cele 3! = 6 variante. Nu se va realiza re-colo-
rarea efectivd, ci se va pastra, pentru FiuDreapta, permu-
tarea folosita.

Algoritmul este rulat din ridicina arborelui. Se obtine
astfel o strategie de colorare validd, care conduce la dife-
renta minimd.

Presupundnd cd s-ar fi ficut re-colorarea efectivd la
fiecare pas, culorile nodurilor ar fi fost determinate. Aceas-
ta ar fi condus Insd la o crestere a complexititii, inaccepta-
bild pentru limitele date.

Pentru afisarea solutiei se realizeazd o a doua parcur-
gere a arborelui. In cadrul acesteia se realizeazi colorarea
efectivd, combinind permutirile culorilor din fiecare nod.
Pentru nodurile unde nu s-a ficut recolorare se va consi-
dera permutarea identici (1 2 3).

Analiza complexitatii
Operatiile de citire a datelor de intrare si scriere a rezulta-
telor au ordinul de complexitate O(N).

La prima parcurgere, pentru fiecare nod se executd un
numir de operatii limitat de o constantd (cel mult doud
apeluri recursive si analizarea celor sase permutiri posibile
pentru re-colorarea subarborelui drept). Ordinul de com-
plexitate al acestei parcurgeri este O(N). Daci s-ar fi ficut
re-colorarea efectiv, se observa ci unii subarbori ar fi fost
re-colorati de mai multe ori, ceea ce ar fi condus la o cres-
tere a complexitatii.

Cea de-a doua parcurgere are acelasi ordin de comple-
xitate, deoarece numirul de operatii pentru fiecare nod este
de asemenea limitat.

fn final, ordinul de complexitate al algoritmului de
rezolvare pentru aceastd problema este O(N).

P060316: Consiliv de trib

Reformulim cerinta problemei: Se considerd un arbore. Sa
se aleagd o ordine de colorare a nodurilor, astfel incat ori-
care doud noduri sd fie colorate diferit, fiecare nod sd fie co-
lorat cu prima culoare disponibild si numdarul de culori fo-
losit sd fie maxim. Se cere doar numdrul de culori, nu si o
colorare.

Rezolvarea se bazeazd pe metoda programarii dinamice.

Introducem urmitoarea propozitie ajutitoare:

Fie un subarbore cu o rdddcind fixatd. Dacd putem co-
lora rdddcina cu culoarea K, folosind numai nodurile din
subarbore, atunci o putem colora cu orice culoare mai micd
decit K.

Demonstratia este simpld si se bazeazd pe schimbarea
ordinii de colorare a fiilor. Concluzia este i trebuie deter-
minatd, pentru fiecare nod, culoarea maximi care se poate



obtine pentru acesta, folosind nodurile din subarborele ca-
re il are ca ridicind.

Pentru a rezolva problema se poate alege, pe rind, fie-
care nod ca fiind ridicind a arborelui (deci ca fiind ultimul
nod colorat). Pentru fiecare astfel de alegere se calculeazi
culorile maxime pentru fiecare nod, folosind un algoritm
simplu de programare dinamicd cu ordinul de complexita-
te O(N). Complexitatea acestei metode este O(N?), deci
metoda nu se va incadra in timp. Pe de alti parte, daci se
porneste dintr-un singur nod, se poate demonstra ci solu-
tia este cu cel mult 1 mai slabd decit solutia optima; por-
nind din mai multe noduri, fird a iesi din timp, sansele de
a obtine solutia optimi cresc.

Pentru un nod oarecare K, considerat ca ultimul nod
colorat (deci ca noud ridicini, reorientind arborele), ne in-
tereseazd culoarea maximi cu care poate fi colorat fiecare
vecin din arbore, folosind pentru aceasta numai nodurile
din subarborii indusi de vecinii respectivi.

Se observi cd metoda precedentd ar fi dus la repetarea
a numeroase calcule. Existd, deci, sanse si gdsim o metodi
mai eficientd.

Privind problema din punct de vedere al muchiilor, ne
intereseaz, pentru fiecare muchie, numdrul maxim de cu-
lori cu care pot fi colorate capetele ei, dacd scoatem mu-
chia respectivi si analizim separat cei doi subarbori for-
mati. Trebuie si calculim doui valori pentru fiecare mu-
chie. Acestea se pot calcula folosind o proceduri recursi-
vi; se observa ci fiecare muchie este parcursi de un numir
constant de ori.

Pentru aflarea optimului, se analizeazi fiecare muchie.
Dacd maximul pentru ambele capete este egal cu o valoare
M, atunci arborele se poate colora cu M + 1 culori, alegind
unul din capete ca ultim nod. Dacd maximele sunt diferite,
atunci se alege ca ultim nod capitul cu maximul mai mare.

Se alege varianta cea mai buni dintre cele N - 1 varian-
te date de muchiile arborelui.

Analiza complexitdtii

Ordinul de complexitate al operatiei de citire a datelor de
intrare este O(N), iar al operatiei de scriere a rezultatelor
este O(1).

In concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
este O(N), deoarece fiecare muchie este parcursd de un nu-
mdr constant de ori.

POGO317: Euro
Existd mai multe rezolviri pentru aceastd problema.
Solutia evidentd, bazatd pe metoda programadrii dina-
mice, are ordinul de complexitate O(N?). Aceasta consti in
a calcula, pentru fiecare 7 intre 1 si N, valoarea C[7] a cis-
tigului maxim care se poate obtine in primele 7 zile. Acesta
depinde de castigul maxim care se poate obtine in primele
j zile, cu j < i. Aceastd rezolvare nu s-ar Incadra In timp
pentru testele mari.
Si vedem cum se poate Imbundtiti aceastd solutie.

Se observa cd, dacd sunt mai multe schimbiri, prima
sumd schimbatd este negativi. De ce? Daci ar fi pozitiva,
o putem aduna la urmitoarea sumd schimbatd; in acest
mod facem o schimbare in loc de doui, economisim taxa
T si obtinem un profit mai mare, deoarece cursul valutar
creste in timp.

Pe baza acestei observatii putem Imprti cele N valori
in intervale. Astfel, primul interval contine primele K ele-
mente din sir, astfel Incat suma primelor K elemente s fie
negativa, dar suma primelor j elemente s fie cel putin 0
pentru orice j < K. Dacd un astfel de K nu exist3, se va efec-
tua o singurd schimbare.

Urmitorul interval este ales in acelasi mod, luind in
considerare numai elementele de dupd primul interval si
asa mai departe. Se observi cd toate sumele intervalelor,
exceptand, eventual, ultimul interval, sunt negative; dacd
una dintre sume ar fi pozitivd, am concatena intervalul res-
pectiv cu intervalul urmitor, obtindnd o solutie mai bun.

fn acest moment putem aplica metoda programdrii di-
namice. Fiecare schimbare va fi efectuatd exact dupa unul
din intervale. Varianta descrisi mai sus, in care am inlocui
elementele cu intervale, ar avea ordinul de complexitate
O(NR?), unde NR este numirul intervalelor. Pe cazul cel
mai defavorabil, se obtine tot O(N?)

Putem Imbunititi aceastd solutie.

Se observa ci este preferabil ca numirul de intervale
consecutive dintre doud schimbiri si fie mic.

Fiecare schimbare, cel mult exceptind-o pe ultima,
aduce o pierdere.

Presupunem ci la 0 anumitd schimbare folosim K in-
tervale. Dacd am "sparge" aceastd schimbare in una forma-
td din primele J din cele K intervale si una formatd din ce-
lelalte K - ] intervale, ar exista o penalizare suplimentard 7,
dar si o scidere a pierderii, deoarece pierderea datd de pri-
mele [ intervale ar fi micsoratd, datoritd schimbirii la un
curs mai mic. Pentru K suficient de mare, sciderea pier-
derii este semnificativ mai valoroasd decit penalizarea su-
plimentari 7.

O limitd superioard pentru K este 2 - v7. Daci schim-
barea ar avea mai mult de 2 - VT intervale, atunci am pu-
tea-0 "sparge” dupd T intervale. Aceasta ar aduce o pe-
nalizare 7, dar si o scidere a pierderii. Sciderea ar fi datd
de suma valorilor absolute ale pierderilor pe cele VT inter-
vale (egald cu cel putin VT, deoarece pe fiecare interval
pierderea este de cel putin -1), inmultitd cu K - VT (da-
toritd diferentei intre cursurile la care se face schimbarea).
Evident, aceastd scidere a pierderii este mai importantd
decat penalizarea T.

Aceasta conduce la o imbunititire a algoritmului de
programare dinamicd. Pentru calculul C[] (castigul dupd pri-
mele 7 intervale) se iau in considerare valorile C[j], cuj - VT
< j <. Ordinul de complexitate este deci O(NR - T).
Acest algoritm ar fi obtinut punctajul maxim.
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Analiza complexitdtii
Ordinul de complexitate al operatiei de citire a datelor de
intrare este O(N).

Determinarea intervalelor descrise mai sus are ordinul
de complexitate O(N).

Calculul valorilor C[7] are ordinuul de complexitate
O(N - VT), deoarece numirul de intervale este limitat
superior de N.

Ordinul de complexitate al operatiei de scriere a rezul-
tatelor este O(1).

In final, ordinul de complexitate al algoritmului de
rezolvare pentru aceasti problemi este O(N + VT').

Nava spatiala
Aceasta a fost cea mai simpld problemi din concurs.

Pentru rezolvare, putem porni invers, de la ultimul
zbor spre primul.

O echipd de N oameni poate si contind cel mult unul
din ultimii § oameni de stiintd care au pardsit Pimantul,
cel mult doi din ultimii 2 - § oameni etc.

Construim o matrice A, unde A[7, j] reprezinti numa-
rul de echipe posibile de j oameni de stiintd care au fost
aduse cu ultimele 7 zboruri.

Evident, A[1, 1] =S s1 A[4, j] = 0 pentruj > 7.

Pentru 7 > 1, sd analizim cum se poate forma o echipi
cu j oameni dupd 7 zboruri. O astfel de echipa poate con-
tine cel mult P oameni din cel mai putin recent zbor, ciro-
ra li se vor aldtura j - P oameni din celelalte zboruri.
Evident P<jsi P<S.

Cei P oameni se pot alege in C” moduri. Pentru fie-
care astfel de alegere, ceilalti j - P oameni se pot alege in
A[i - 1,7 - P] moduri. Deci pentru P fixat avem C,” - A[i -
1,7 - P] moduri.

Modalititile pentru P =0, P = 1, P = 2 etc. se adun,
obtinindu-se A[j, j]. Se folosesc calcule cu numere mari.

Deoarece sunt maxim 400 de posibilititi de date de in-
trare, valorile pentru fiecare intrare posibild pot fi scrise
intr-o tabeld de constante, intr-un alt program. Se obtine
astfel un program care citeste datele de intrare si afiseazi
direct rezultatul.

Analiza complexitatii

Ordinul de complexitate al operatiei de citire a datelor de

intrare si cel al operatiei de scriere a rezultatelor este O(1).
Programul dat spre evaluare constd in citirea datelor si

afisarea rezultatelor. Deoarece numirul de cifre al rezulta-

tului este limitat superior de o constant, ordinul de com-

plexitate al rezolvirii este O(1).

Orice bug suficient de avansat nu poate fi
deosebit de o facilitate.

Dacé un program este folositor, atunci va trebui
modificat cu siguranta.

Dacé un program este complet inutil, atunci va
trebui documentat.

Programatorii adevérati nu fsi comenteazd
niciodaté codul sursé. Datoritd faptului cd a
fost depus un efort deosebit pentru a scrie
codul, este normal s& trebuiasca un efort si
mai mare pentru a-| infelege.

ol b L S
MS-DOS = aybe ome ayan perating
ystem (poate, Tntr-o zi, un sistem de operare)
MACINTOSH =  achine Iways rashes - f
ot he perating ystem angs (masina se
blocheazé intotdeauna, dacé nu, cade
sistemul de operare)

IBM = fs efter anually (este mai bine de
mand)
MIPS =  eaningless ndicator of rocessor

peed (indicator fara sens al vitezei
procesorului)

Hardware-ul este un produs care se stricd daca
te "joci" mult cu el. Software-ul este un produs
care funcfioneazd numai dupd ce te "joci" mult
cuel.

Viata ar fi mult mai usoard dacd am putea s& ne
uitdm peste codul sursa.

Cea mai bund modalitate de a mari viteza unui
calculator este folosirea unei acceleratii de 9,8
m/s2.

Orice femeie este de nota 10. Diferenta o face
baza in care este scris acest numadr.

“pepunare T c’

- dacé este posibil, nici mécar nu incerca; lasa
pe altcineva

* introdu linii vide n pozitii aleatoare,
recompileazé si executd

- aruncd cu apd sfintitd pe tastaturd

- sund la 112 si fipa

- rescrie programul in limbaj de asamblare;
aceasta nu va rezolva problemele dar, cel
putin, vei fi sigur c& nimeni alicineva nu le va
descoperi si nu te va putea face nimeni sd te
simti prost




