
m
a
te

G
Info nr. 14/1 - ianuarie 2004

41

xn = f(n, xn-1, xn-2, ..., x0) 

ªiruri RECURENTE
Eugen Nodea

Deoarece este imposibil sã evitãm folosirea ºirurilor recurente în informaticã,
în cadrul acestui articol vom trata problema ºirurilor recurente ºi ne vom
concentra atenþia asupra rezolvãrii recurenþelor liniare de ordinul 1 ºi 2,
acestea fiind întâlnite foarte des ºi vom da exemple de ºiruri recurente
celebre împreunã cu proprietãþile lor.

Fie o funcþie f: N* → M ce defineºte un ºir (xn)n∈N, cu M ⊆ R.
Studiul ºirurilor rezidã în evidenþierea unor caracteris-

tici specifice: mãrginirea, monotonia, convergenþa, calcu-
labilitatea, periodicitatea.

În acest articol ne vom referi la calculabilitatea ºiruri-
lor, o modalitate interesantã de definire a ºirurilor repre-
zentând-o descrierea recurentã a acestora pe baza unor
formule recurente.

Vom porni de la definiþia: Numim formulã de recuren-
þã o formulã care exprimã orice termen al ºirului, de la un
rang oarecare, pe baza unuia sau mai mulþi precedenþi.

O relaþie de recurenþã poate fi datã ca o egalitate în for-
mã implicitã, explicitã sau o inegalitate.

Forma generalã implicitã a unei relaþii de recurenþã
este:

F(n, xn, xn-1, ..., x0) = 0, ∀n ∈ N, unde F: N ×Mn+1 → M.
Forma generalã explicitã a unei relaþii de recurenþã

este:
xn = f(n, xn-1, xn-2, ..., x0) = 0, ∀n ∈ N, unde f: N ×Mn → M.

Un caz extrem de important îl reprezintã recurenþele
de ordinul k, k ≥ 1, k ∈ N, recurenþele de ordinul k fiind
scrise în cele douã forme, implicitã ºi explicitã, astfel:
• F(n, xn+k, xn+k-1, ..., x0) = 0, ∀n ∈ N, n ≥ k;
• xn+k = f(n, xn+k-1, xn+k-2, ..., x0), ∀n ∈ N, n ≥ k.

În continuare prezentãm câteva exemple de relaþii în
formã implicitã:
• F(n, xn+1, xn) = 0 — relaþie de recurenþã de ordinul 1;
• F(n, xn+2, xn+1, xn) = 0 — relaþie de recurenþã de ordinul 2.

Aceste relaþii exprimate în formã explicitã, sunt:
• xn+1 = f(n, xn) — relaþie de recurenþã de ordinul 1;
• xn+2 = f(n, xn+1, xn) = 0 — relaþie de recurenþã de ordinul 2.

Recurenþele pot fi: liniar omogene, liniar neomogene
sau omografice. 

Exemplificãm relaþiile recurente de ordinul 1 prin ur-
mãtoarele relaþii:

• liniar omogene: xn+1 = a · xn, ∀n ∈ N; 
• liniar neomogene: xn+1 = a · xn + b, ∀n ∈ N;
• omografice: xn+1 = (a · xn + b) / (c · xn + d), c · xn + d ≠ 0,
∀n ∈ N.

Pentru a rezolva recurenþele avem la dispoziþie urmã-
toarele trei metode:
• metoda substituþiei;
• metoda iteraþiei;
• metoda master.

O amplã analizã a metodelor de rezolvare a recuren-
þelor se gãseºte în cartea Introducere în algoritmi, T. H. Cor-
men, C. E. Leiserson, R. L. Rivest. În acest articol ne pro-
punem rezolvarea punctualã a unor tipuri de recurenþe.

Recurenþe liniare de ordinul 1
Considerãm mulþimea ºirurilor definite prin relaþia de re-
curenþã:
• x0 = c,
• xn+1 = a · xn + b, ∀n ∈ N ºi a, b, c ∈ R.

Pentru cazurile particulare:
• a = 1, b ≠ 0 se obþine o progresie aritmeticã xn+1 = xn + b;
• a ≠ 0, a ≠ 1, b = 0 se obþine progresia geometricã cu raþia a.

Se pune problema determinãrii termenului general al
ºirului (xn)n∈N prin simplificarea relaþiei de recurenþã.

Primul pas constã în determinarea unei valori y ∈ R
astfel încât: xn+1 + y = a · (xn + b).

Din relaþia de recurenþã avem:
• x1 + y = a · (x0 + b) ºi
• x1 = a · x0 + b.

Din cele douã relaþii rezultã cã y = b / (a - 1).
Notãm cu tn expresia xn+1 + y ºi obþinem progresia geo-

metricã tn = a · tn-1. Deci, tn = an · t0 ºi prin înlocuire obþi-
nem xn = an · (c + b / (a - 1)) - b / (a - 1).
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Recurenþe liniare omogene de ordinul 2
Considerãm mulþimea ºirurilor definite prin relaþia de re-
curenþã:
• xn+2 = a · xn+1 + b · xn, (*)
• x0 = c0, (**)
• x1 = c1, ∀n ∈ N, a, b, c0, c1 ∈ R ºi b ≠ 0.

Pentru a putea rezolva astfel de recurenþe avem nevoie
de câteva teoreme pe care le prezentãm în continuare fãrã
a insista asupra demonstraþiilor.

Teoremã
Dacã ºirurile (αn)n∈N ºi (βn)n∈N îndeplinesc condiþia (*),
atunci ºirul cu termenul general  a · αn + b · βn îndeplineºte
aceeaºi condiþie.

Teoremã
Dacã α este o rãdãcinã a ecuaþiei r2 = a · r + b, atunci αn

satisface relaþia (*).

Teoremã
Dacã ecuaþia caracteristicã r2 = a · r + b are rãdãcinile reale
distincte r1, r2 atunci sistemul: 

,

admite soluþie unicã.

Teoremã
Dacã ecuaþia caracteristicã r2 = a · r + b admite o rãdãcinã
dublã α, atunci ºirul cu termen general n · αn satisface re-
laþia (*).

Teoremã
Dacã ecuaþia caracteristicã r2 = a · r + b admite o rãdãcinã
dublã α, atunci ºirul care satisface relaþiile (*) ºi (**) are
termenul general de forma xn = a · αn + b · n · αn

Exemplu
Sã se determine ºirul (fn)n∈N definit astfel (ºirul lui Fibonacci):
• f0 = 0, 
• f1 = 1,
• fn+2 = fn+1 + fn, ∀n ∈ N, n ≥ 2.

Ecuaþia caracteristicã asociatã ºirului este r2 = r + 1 ºi

are rãdãcinile reale: ºi .

ªirul are termenul general de forma:

Condiþiile iniþiale impun:

,

de unde rezultã în final formula lui Binet:

.

Concluzie
În determinarea unui anumit termen calculabil printr-o re-
laþie de recurenþã, abordarea recursivã pare cea mai accesi-
bilã. Totuºi, cu minime cunoºtinþe matematice, putem im-
plementa un algoritm care sã nu necesite dezvoltarea ter-
menilor precedenþi. 

Prezentãm în cele ce urmeazã ºiruri recurente celebre.

ªirul lui Fibonacci
Definim ºirul Fibonacci dupã urmãtoarea relaþie recurentã:
• f0 = 0, f1 = 1,
• fn = fn-1 + fn-2, ∀n ∈ N, n ≥ 2.

Astfel, se obþine urmãtorul ºir de numere: 0, 1, 1, 2, 3,
5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377 …

Termenul de rang k al ºirului se poate determina cu
ajutorul urmãtoarei formule:

.

Proprietãþi

• ,

• ,
• ,
• ,
• ,

• ,

• ,

• ,

• ,

• ,

• ,

• ,

• .

Divizibilitate
• Termenul Fibonacci fn este par dacã ºi numai dacã n este

divizibil cu 3.
• Termenul Fibonacci fn este divizibil cu 3 dacã ºi numai

dacã n este divizibil cu 4.
• Termenul Fibonacci fn este divizibil cu 4 dacã ºi numai

dacã n este divizibil cu 6.
• Termenul Fibonacci fn este divizibil cu 5 dacã ºi numai

dacã n este divizibil cu 5.
• Termenul Fibonacci fn este divizibil cu 7 dacã ºi numai

dacã n este divizibil cu 8.
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• Termenul Fibonacci fn este divizibil cu 16 dacã ºi numai
dacã n este divizibil cu 12.

• Termenul Fibonacci f2n se divide cu fn.
• Termenul Fibonacci fn este prim numai dacã ºi n este

prim cu excepþia lui f4 care este egal cu 3. Nu orice n
prim implicã faptul ca fn sã fie prim.

• Oricare al n-lea termen din ºir se divide prin fn.
• Dacã n este numãr compus, atunci ºi fn este tot un numãr

compus (un numãr este compus dacã nu este prim).
• Dacã m este divizibil cu n, atunci ºi fm este divizibil cu fn.

Alte proprietãþi
• Dacã notãm cu se poate aproxima: 

.
• Numãrul de cifre ale lui fn poate fi determinat astfel:

.

• Seria formatã din ultima cifrã a numerelor din ºirul lui
Fibonacci se repetã dupã un ciclu de 60 de numere.

• Seria formatã din ultimele 2 cifre ale numerelor din ºirul
lui Fibonacci se repetã dupã un ciclu de 300 de numere.

Triunghiul lui Pascal
Pentru urmãtoarea dispunere a triunghiului lui Pascal se
observã cã suma elementelor de pe coloana de rang k re-
prezintã de fapt al k-lea termen al ºirului Fibonacci.

Pentru urmãtoarea dispunere a triunghiului lui Pascal
se observã cã suma pe diagonala de rangul k reprezintã de
fapt al k-lea termen al ºirului lui Fibonacci. De exemplu,
Sd(8) = 1 + 6 + 10 + 4 + 0 + 0 + 0 + 0 = 21 = f8.

Mai mult, .

ªirul lui Lucas
Definim ºirul lui Lucas cu ajutorul urmãtoarelor relaþii:

L0 = 2, L1 = 1, Ln = Ln-1 + Ln-2, ∀n ∈ N, n ≥ 2.

Astfel, obþinem ºirul: 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, … 

Proprietãþi

• ,

• ,
• ,
• ,
• ,

• .

Super ºirul lui Catalan
Definim super ºirul Catalan cu ajutorul urmãtoarelor relaþii: 
• T1 = 1, T2 = 1,
• Tn = (3 · (2 · n - 3) · Tn-1- (n - 3) · Tn-2) / n, ∀n ∈ N, n ≥ 3.

Astfel, se obþine urmãtorul ºir de numere: 1, 1, 3, 11,
45, 197, …

Reamintim ºi ºirul numerelor lui Catalan, termenul ge-
neral fiind determinat cu relaþia:

.

Astfel, se obþine urmãtorul ºir de numere: 1, 2, 5, 14,
42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900,...

Proprietãþi ale numerelor lui Catalan

• ,

• ,

• Numãrul de parantezãri distincte P(n) = Cn-1,
• Numãrul de triangularizãri ale unui poligon convex cu n

vârfuri, adicã împãrþirea unui poligon în n triunghiuri
disjuncte = Cn-2, n ≥ 3.

• Numerele lui Catalan în triunghiul lui Pascal,

.

• Numãrul de arbori binari cu n noduri este Cn.
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