x =H0,X_, X, . X,)

Siruri RECURENTE
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Eugen Nodea

Deoarece este imposibil sa evitam folosirea sirurilor recurente in informatica,
in cadrul acestui articol vom trata problema sirurilor recurente si ne vom
concentra atentia asupra rezolvarii recurentelor liniare de ordinul 1 si 2,
acestea fiind intalnite foarte des si vom da exemple de siruri recurente

celebre impreuna cu proprietatile lor.

Fie o functie f: N* — M ce defineste un sir (x,), _,, cu M c R.

Studiul sirurilor rezidd in evidentierea unor caracteris-
tici specifice: mdrginirea, monotonia, convergenta, calcu-
labilitatea, periodicitatea.

In acest articol ne vom referi la calculabilitatea siruri-
lor, 0 modalitate interesantd de definire a sirurilor repre-
zentind-o descrierea recurentd a acestora pe baza unor
formule recurente.

Vom porni de la definitia: Numim formuld de recuren-
td o formuld care exprimd orice termen al sirului, de la un
rang oarecare, pe baza unuia san mai multi precedenti.

O relatie de recurenti poate fi datd ca o egalitate in for-
md implicitd, explicitd sau o inegalitate.

Forma generald implicitd a unei relatii de recurenti
este:

F(n,x,x, 5., x,) =0, Vn € N, unde F: N x M"*! — M.

Forma generald explicitd a unei relatii de recurenti
este:
x,=fln,x, % 5 X)) =0, Vn € Nyunde f: N x M* - M.

Un caz extrem de important il reprezinti recurentele
de ordinul k, k > 1, k € N, recurentele de ordinul & fiind
scrise 1n cele doud forme, implicitd si explicitd, astfel:
¢ F(n, %, 1y X, s X)) =0,V € Ny 2 k;

0 X, =f0 X X e X), V€ Ny 2 k.

fn continuare prezentim citeva exemple de relatii in
formd implicita:
¢ F(n, x,,,, x,) = 0 - relatie de recurentd de ordinul 1;
e F(n,x,,,x,,,,x,) = 0 - relatie de recurentd de ordinul 2.

Aceste relatii exprimate in formd explicitd, sunt:
o x ., =f(n,x ) - relatie de recurenti de ordinul 1;
n+l n H . 5 .
ex,,=f(n,x,,x,)=0-relatie de recurenti de ordinul 2.

Recurentele pot fi: liniar omogene, liniar neomogene
sau omografice.

Exemplificim relatiile recurente de ordinul 1 prin ur-
mitoarele relatii:

o liniar omogene: x,,, =a - x,, Vn € N;

o liniar neomogene: x,, = a - x, + b, Vn € N;

o omografice:x,, = (a-x,+b)/ (c-x,+d),c-x,+d =0,
Vn € N.

Pentru a rezolva recurentele avem la dispozitie urmi-
toarele trei metode:
o metoda substitutier,
o metoda wteraties;
o metoda master.

O ampli analizi a metodelor de rezolvare a recuren-
telor se gdseste in cartea Introducere in algoritmi, T. H. Cor-
men, C. E. Leiserson, R. L. Rivest. In acest articol ne pro-
punem rezolvarea punctuald a unor tipuri de recurente.

Recurente liniare de ordinul 1

Considerdim multimea sirurilor definite prin relatia de re-
curenta:

o x,=

ex =a-x +b,YneNsia, b, ceR

Pentru cazurile particulare:
ea=1,b#0se obtine o progresie aritmetici x,,, =x + b;
ea#0,a#1,b=0seobtine progresia geometricd cu ratia a.

Se pune problema determinirii termenului general al
sirului (x,),_,, prin simplificarea r.elagiei de recurentd.
Primul pas constd in determinarea unei valori y € R
astfel incat:x , +y=a- (x, +b).
Din relatia de recurentd avem:
ex,+y=a-(x,+0b)si
ex,=a-x,+b.

Din cele doui relatii rezultd ciy = b/ (a - 1).

Notim cut, expresia} X, +ysl ob}inf{m progrffsia geo-
metrici t, = a - t,,. Decl, t, = a” - £, si prin inlocuire obti-
nemx,=a"-(c+b/(a-1)-b/(a-1).
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Recurente liniare omogene de ordinul 2
Considerim multimea sirurilor definite prin relatia de re-
curenta:

*x,,=a %, +bx, (*)
* X, =Cp (**)
ex,=¢,¥neN,a,b,c,c eRsib=0.

Pentru a putea rezolva astfel de recurente avem nevoie
de citeva teoreme pe care le prezentim 1n continuare fard
a insista asupra demonstratiilor.

Teorema
Daci sirurile (o), si (B,),.y indeplinesc conditia (*),

atunci sirul cu termenul general - o, + & - B, indeplineste
aceeasi conditie.

Teorema
Daci o este o ridicind a ecuatiei 7”2 = 4 - r + b, atunci o
satisface relatia ().

Teorema
Daci ecuatia caracteristicd 7> =a - r + b are ridicinile reale
distincte ,, 7, atunci sistemul:

{a +b=c,

5
a-rn+b-r,=c
admite solutie unica.

Teorema
Daci ecuatia caracteristicd 7> = 4 - 7 + b admite o ridicind

dubli a, atunci sirul cu termen general 7 - o” satisface re-
latia (*).

Teorema

Daci ecuatia caracteristicd 7> = 4 - 7 + b admite o ridicind
dubld o, atunci sirul care satisface relatiile (*) si (**) are
termenul general de formax =a-o"+b-n-a”

Exemplu
Si se determine sirul (f)) _, definit astfel (sirul lui Fibonacci):

b
°fn+2 =f. +f,VneNn=2

Ecuatia caracteristicd asociatd sirului este 2 =7 + 1 si
are ridicinile reale: 7, = (1 ﬁ)/z sin=(1+ \/g)/2.

Sirul are termenul general de forma:

f=a- ﬂ n+b. 1445 )
! 2 2

Conditiile initiale impun:
1 1

“FE

de unde rezulti 1n final formula lui Binet:

Ll(1+45) 1 (1-45Y

=5 5l 2

Concluzie
fn determinarea unui anumit termen calculabil printr-o re-
latie de recurentd, abordarea recursivd pare cea mai accesi-
bili. Totusi, cu minime cunostinte matematice, putem im-
plementa un algoritm care sd nu necesite dezvoltarea ter-
menilor precedenti.

Prezentim in cele ce urmeaz3 siruri recurente celebre.

Sirul lvi Fibonacci
Definim sirul Fibonacci dupd urmitoarea relatie recurenta:

QfO:O’flzl,
of =f +f ,VneNnz2

Astfel, se obtine urmitorul sir de numere: 0, 1, 1, 2, 3,
5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377 ...

Termenul de rang k al sirului se poate determina cu
ajutorul urmdtoarei formule:

l(135) 1 (1=45)

fk:fz Sl 2

0

Proprietati

7

e XS ft ot bt S = S,

o fi+fit ittt o= Fons

o o+ fitfot ot o= Lo~ b

o fl4 [P SIS

* o =S Su S S

* S =t fut S S

o fo =fnz+1_fnz_1)

o fu=fiat =5

s fi=S L D

S Kot fo Syt et o fon = S

S ot o fitet for o = foa =1

o fi+2-fL43-fi+An-f =n-f = f3+2
sn-fi+(m=0)-fy+..+2-f  +f, =Ffa—(m+3).

Divizibilitate

o Termenul Fibonacci f, este par daci si numai dacd 7 este
divizibil cu 3.

o Termenul Fibonacci f, este divizibil cu 3 daci si numai
dacd 7 este divizibil cu 4.

o Termenul Fibonacci f, este divizibil cu 4 daci si numai
dacd 7 este divizibil cu 6.

o Termenul Fibonacci f, este divizibil cu 5 daci si numai
dacd n este divizibil cu 5.

o Termenul Fibonacci f, este divizibil cu 7 daci si numai
dacd n este divizibil cu 8.



o Termenul Fibonacci f, este divizibil cu 16 daci si numai
daci n este divizibil cu 12.

o Termenul Fibonacci f,, se divide cu f.

o Termenul Fibonacci f, este prim numai daci si 7 este
prim cu exceptia lui f, care este egal cu 3. Nu orice 7
prim implici faptul ca f, si fie prim.

o Oricare al n-lea termen din sir se divide prin f,.

¢ Daci 7 este numir compus, atunci si f, este tot un numar
compus (un numdr este compus daci nu este prim).

o Dacd m este divizibil cu n, atunci si f, este divizibil cuf.

Alte proprietati
¢ Daci notim cu @ =1++/5 1.6 se poate aproxima:
f, = rotunjire(d” /\/g) )
o Numdrul de cifre ale lui f, poate fi determinat astfel:
Ne =log(®" /+/5) = n-log(®@) —log(5) /2.

o Seria formatd din ultima cifrd a numerelor din sirul lui
Fibonacci se repetd dupd un ciclu de 60 de numere.

o Seria formatd din ultimele 2 cifre ale numerelor din sirul
lui Fibonacci se repetd dupd un ciclu de 300 de numere.

Triunghiul lvi Pascal

Pentru urmitoarea dispunere a triunghiului lui Pascal se
observi cd suma elementelor de pe coloana de rang k re-
prezintd de fapt al k-lea termen al sirului Fibonacci.

0;1 2 3 456 7 8 9 10
of1

1 11

2 121

3 1331

4 1 4 6 4 1

5

6 1 5 10 10 5
7 1 6 15 20
8 1 7 21
2 8
10 1

11235813 21 34 55
Pentru urmdtoarea dispunere a triunghinlui lui Pascal
se observd cd suma pe diagonala de rangul k reprezintd de

fapt al k-lea termen al sirului lui Fibonacci. De exemplu,
S8)=1+6+10+4+0+0+0+0=21=f,.

01 2 3 4 5 6 7 B
o100 0 00 0 0Qo
1110 000000
212 1 0 00 000
313 3 10 0 000
414 6 4 1 0 000
51510105 1 000
616 15 2015 6 1 00
?1?21353521?10
8 1 8 28 5 70 5 28 8 1

n
Mai mult, f,=X>C/F.

k=1

Sirul lvi Lucas
Definim sirul Iui Lucas cu ajutorul urmdtoarelor relatii:
Ly=2,L =1L =L +L ,¥neNnx2

Astfel, obtinem sirul: 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, ...

Proprietdti
o Y L=L+L+Li+..+L =L,,-1,

i=l
o L+L+L+..+L, =L
* L+L,+L+..+L,, =L,
o L=/t S
*5-f,=L_+L,>

¢ L =0"+(-0)".

2n?

2,

ntl T

Super sirul lvi Catalan

Definim super sirul Catalan cu ajutorul urmitoarelor relatii:
oT,=1,T,=1,

oI =3-2n-3)T,-n-3)-T,,)/n,vneN,n>3.

Astfel, se obtine urmitorul sir de numere: 1, 1, 3, 11,
45,197, ...
Reamintim si sirul numerelor lui Catalan, termenul ge-
neral fiind determinat cu relatia:
IR O @n)_ (@n)
Sl (1l

n

T n+l
Astfel, se obtine urmdtorul sir de numere: 1, 2, 5, 14,

42,132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900,...

Proprietdti ale numerelor lui Catalan
_2:Q2-n)+1

* G n+2

.C,,

o Cn :nZ_I:Ck .Cnfk,

k=1

o Numirul de paranteziri distincte P(n) = C, ,

o Numdrul de triangulariziri ale unui poligon convex cu n
varfuri, adicd impirtirea unui poligon in 7 triunghiuri
disjuncte = C _,, 7 23.

o Numerele lui Catalan in triunghiul lui Pascal,

1

n n+l n n+l n

G =G =6, -G, = G,
n+1

o Numirul de arbori binari cu # noduri este C,.
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