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22-30 noiembrie 2003, Bucureºti

Concursul Naþional de

Programare "STELELE
INFORMATICII"

Mihai Stroe

Vã prezentãm în continuare soluþiile problemelor propuse spre rezolvare la
Concursul naþional de programare "Stelele informaticii". Aceste soluþii au fost
realizate de redacþia GInfo pe baza soluþiilor oficiale prezentate de cãtre
autorii problemelor.

Clasele a IX-a ºi a X-a
P080301: Cuvinte
Problema se rezolvã folosind metoda progrãmarii dinamice.

Pornind de la sfârºitul ºirului de numere, vom construi
un tablou A, în care Ai reprezintã numãrul de subºiruri
strict crescãtoare de lungime maximã care încep cu elemen-
tul din poziþia i. Acest tablou se construieºte folosind rezol-
varea problemei subºirului strict crescãtor de lungime ma-
ximã, deci se va construi în paralel un tablou L, unde Li re-
prezintã lungimea celui mai lung subºir strict crescãtor care
începe pe poziþia i.

Fie MAX valoarea maximã din L.
Suma elementelor din A, corespunzãtoare elementelor

maxime din L, reprezintã numãrul total de subºiruri strict
crescãtoare de lungime maximã. Ne intereseazã al K-lea ast-
fel de subºir.

Fie i1 poziþia primei apariþii a lui MAX în L, i2 poziþia
celei de-a doua apariþii º.a.m.d. Dacã Ai1 ≥ K, atunci subºirul
cãutat este al K-lea subºir strict crescãtor maximal care în-
cepe pe poziþia i1. Dacã Ai1 < K ≤ Ai1 + Ai2, atunci subºirul
cãutat începe cu poziþia i2 etc.

Dupã ce a fost gãsit primul element al subºirului cãutat,
se determinã al doilea element, apoi al treilea etc. Metoda
este similarã. Se impune urmãtoarea observaþie: dacã, de
exemplu, subºirul începe cu poziþia i3, se cautã al (K - Ai1 +
Ai2) - lea subºir crescãtor maximal care începe dupã poziþia
i3, are lungimea MAX - 1, iar primul element al sãu este mai

mare decât elementul de pe poziþia i3. Acest subºir se cautã
folosind acelaºi procedeu.

Analiza complexitãþii
Operaþiile de citire a datelor de intrare ºi scriere a rezultate-
lor au ordinul de complexitate O(N).

Calculul elementelor tablourilor A ºi L are ordinul de
complexitate O(N2); acesta este ordinul de complexitate al
rezolvãrii clasice a problemei subºirului crescãtor de lun-
gime maximã. Datoritã limitelor din enunþ ºi simplitãþii im-
plementãrii, acest algoritm este cea mai bunã alegere în timp
de concurs.

Recomandãm cititorului sã încerce adaptarea algoritmu-
lui de complexitate O(N · log N) pentru aceastã problemã.

Determinarea celui de-al K-lea subºir pe baza tablouri-
lor A ºi L are ordinul de complexitate O(N).

În final, ordinul de complexitate al rezolvãrii pentru
aceastã problemã este O(N2).

P080302: Timp
Pentru a rezolva aceastã problemã pornim de la urmãtoa-
rea observaþie: la un moment dat, în clepsidrã se aflã cel
mult douã cantitãþi nenule de nisip, X ºi Y. 

Perechea (X, Y) poate fi tratatã similar cu perechea (Y,
X). Considerãm X ≤ Y.

Din X ºi Y se va obþine fie perechea (X/2, Y + X/2), fie
(Y/2, X+Y/2), în funcþie de sensul în care rotim clepsidra.
Al doilea element este mai mare sau egal cu primul.
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Considerând invers, din ce pereche se obþine perechea
(A, B) cu B ≥ A? 

Simplu: din (X, Y) se obþine (X/2, Y + X/2) sau (Y/2,
X + Y/2), deci elementul mai mic este unul din elementele
din (X, Y) împãrþit la 2. 

Atunci un element din perechea care a condus la (A, B)
este 2 · A (cel mai mic element din (A, B) înmulþit cu 2). Al
doilea element este A + B - 2 · A, adicã B - A.

Aceastã observaþie conduce la urmãtorul algoritm:
• se pleacã de la configuraþia finalã a clepsidrei;
• se efectueazã mutãrile inverse, þinând cont de regula "(A,

B) cu A ≤ B provine din (2 · A, B - A)"; rotirea spre stân-
ga, respectiv spre dreapta sunt date de poziþia elementu-
lui mai mic din pereche;

• se reconstituie ºirul de mutãri pornind de la configuraþia
iniþialã ºi se afiºeazã.

Analiza complexitãþii
Ordinul de complexitate al operaþiei de citire a datelor de
intrare este O(1).

Se observã cã dupã primul pas, cele douã numere vor
fi obligatoriu pare, dupã al doilea pas vor fi divizibile cu 4,
iar dupã al K-lea pas, cu 2K. Deoarece suma lor este N, nu-
mãrul de paºi este O(log N).

Ordinul de complexitate al operaþiei de scriere a rezul-
tatelor este O(log N).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceastã problemã este O(log N).

P080303: Vecini
Pentru a rezolva aceastã problemã, la început, vom genera
primele 8 linii:
1
1 1
1 0 1
1 1 1 1 
1 0 0 0 1
1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Completând toate liniile cu zerouri pânã la cea mai
apropiatã putere a lui 2, se obþine urmãtorul tabel:
1
1 1
1 0 1 0
1 1 1 1 
1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1

Se observã cã jumãtatea a doua a fiecãrei linii este
identicã cu prima jumãtate. Mai mult, elementele din prima
jumãtate a unui rând cu 2K elemente (dupã completare)

sunt identice cu elementele aflate cu 2K-1 rânduri mai sus
(dacã am completa ºi rândurile respective cu suficiente ze-
rouri).

Pentru a valida aceste observaþii se poate demonstra
prin inducþie cã observaþiile sunt valabile în tot tabelul;
concurenþii pot alege o altã variantã de validare generând
mai multe linii din tabel prin metoda forþei brute ºi testând
aceastã ipotezã.

În acest moment, ideea de rezolvare devine destul de
clarã:
• pentru a genera linia N se genereazã ºi se dubleazã "prima

jumãtate". Am pus "prima jumãtate" între ghilimele de-
oarece este vorba despre jumãtatea dupã completarea pâ-
nã la o putere a lui 2;

• pentru a genera "prima jumãtate" se apeleazã recursiv
aceeaºi metodã, având ca parametru un nou N, care se
obþine scãzând din vechiul N cea mai mare putere a lui 2
mai micã decât el.

Existã ºi alte variante de rezolvare eficiente, toate ex-
ploatând proprietãþile descrise mai sus.

Analiza complexitãþii
Aproximãm superior pe N cu cea mai micã putere a lui 2
mai mare sau egalã cu N. Fie aceasta P.

Conceptual, sunt generate O(P) elemente (P pe linia N,
P / 2 cu P / 2 linii mai sus etc., suma fiind aproximativ 2 · P).
Practic, se poate folosi un singur vector.

Pentru fiecare element se fac calcule în O(1).
În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului

de rezolvare pentru aceastã problemã este O(N).

P080304: Editor
Se citesc caracterele unul câte unul ºi se considerã o stivã,
iniþial goalã. De fiecare datã când se întâlneºte o parantezã
(deschisã sau închisã, dreaptã sau rotundã), aceasta se in-
troduce în stivã. Dacã se întâlneºte caracterul "*", atunci
se scoate caracterul din vârful stivei (dacã existã un astfel
de caracter). În final (la întâlnirea caracterului "E"), stiva
va conþine ºirul afiºat pe ecran.

Pentru a verifica dacã un ºir este parantezat corect,
acesta se parcurge de la stânga la dreapta ºi se considerã o
a doua stivã, iniþial vidã. Dacã se întâlneºte o parantezã des-
chisã dreaptã sau rotundã, aceasta se introduce în vârful
stivei. Dacã se întâlneºte o parantezã închisã ºi caracterul
din vârful stivei nu este o parantezã deschisã de acelaºi tip
cu paranteza închisã (dreaptã sau rotundã), atunci se sem-
naleazã eroare. Altfel, paranteza deschisã din vârful stivei
se eliminã ºi se trece la urmãtorul caracter. Dacã nu s-a
semnalat eroare în timpul parcurgerii ºirului ºi la final stiva
este vidã, atunci ºirul este parantezat corect.

Analiza complexitãþii
Notãm cu N numãrul total de caractere ºi cu T numãrul
total de linii prezente în fiºierul de intrare. În aceste condi-
þii, operaþia de citire a datelor are un ordin de complexitate
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O(N), iar operaþia de scriere a rezultatelor are ordinul de
complexitate O(T).

Fiecare din cei doi paºi ai rezolvãrii are ordinul de com-
plexitate O(N), deoarece pentru fiecare caracter din ºir se
executã o secvenþã de operaþii de complexitate O(1).

În concluzie, ordinul total de complexitate al algorit-
mului de rezolvare a acestei probleme este O(N).

P080305: Numere
Practic, fiecare mutare duce la schimbarea paritãþii veci-
nilor poziþiei în care s-a efectuat mutarea, respectiv la
schimbarea / menþinerea paritãþii poziþiei în care s-a efec-
tuat mutarea, în funcþie de numãrul de vecini.

În continuare vom lucra, pentru fiecare poziþie, cu res-
tul valorii corespunzãtoare la împãrþirea cu 2. Problema ce-
re sã aducem toate aceste resturi fie la valoarea 0, fie la va-
loarea 1 ºi sã alegem varianta cu numãr minim de mutãri.
Vom trata primul caz, cel de-al doilea rezolvându-se în
mod similar.

Se observa cã M ºi N sunt mai mici sau egale cu 12. De
asemenea, o a doua mutare într-o anumitã poziþie anu-
leazã efectul primei mutãri în poziþia respectivã, ceea ce
înseamnã cã în fiecare poziþie se va face cel mult o mutare.

Observaþiile de mai sus conduc la urmãtorul algoritm
de rezolvare:
• Se genereazã toate cele maxim 2N modalitãþi de a efectua

mutãri în prima linie (se mutã / nu se mutã în prima po-
ziþie, a doua etc.). Am scris maxim 2N modalitãþi deoare-
ce în anumite poziþii nu se pot efectua mutãri.

• Pentru fiecare astfel de modalitate, se examineazã, pe rând,
necesitatea de a muta în poziþiile din rândul 2, 3, …, M.
Dacã suntem în poziþia (i, j) ºi elementul de pe poziþia (i
- 1, j) nu este adus la valoarea 0, este obligatoriu sã
mutãm în (i, j). În caz contrar este interzis sã mutãm în
(i, j), deoarece nu putem afecta elementul (i - 1, j) cu alte
mutãri în linia i sau mai jos.

Sunt efectuate mutãrile obligatorii, ceea ce conduce la
modificarea elementelor din matrice. Dacã o mutare obli-
gatorie este împiedicatã de faptul cã în poziþia respectivã
nu se pot efectua mutãri, înseamnã cã varianta curentã (da-
tã de mutãrile de pe prima linie) nu conduce la soluþie.

Dupã examinarea obligativitãþii mutãrilor în linia M se
verificã dacã toate elementele din linia M au valoarea 0.
Dacã da, varianta curentã a condus la soluþie, deci se veri-
ficã dacã aceasta este mai bunã decât soluþia optimã obþi-
nutã anterior.

Analiza complexitãþii
Ordinul de complexitate al operaþiei de citire a datelor de
intrare este O(M · N).

Sunt maxim 2N variante de a muta pe prima linie; pen-
tru fiecare astfel de variantã, verificarea obligativitãþii ºi
efectuarea mutãrilor se realizeazã în O(M · N).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceastã problemã este O(M · N). 

P080306: Oo
Se construiesc trei tablouri unidimensionale (conceptual;
practic, se va folosi unul singur):
• A1 — elementul de pe poziþia i reprezintã numãrul maxim

de ouã adunate pânã în sectorul i, dacã se adunã ouãle
din primele douã sectoare, luate împreunã;

• A2 — elementul de pe poziþia i reprezintã numãrul maxim
de ouã adunate pânã în sectorul i, dacã se adunã ouãle
din sectorul al doilea, împreunã cu cele din al treilea;

• A3 — elementul de pe poziþia i reprezintã numãrul maxim
de ouã adunate pânã în sectorul i, dacã se adunã ouãle
din primul ºi ultimul sector, luate împreunã.

Evident, în primul caz nu se pot lua ouãle din ultimul
sector etc.

Valorile din aceste tablouri se pot calcula pe baza unor
recurenþe simple, ceea ce conduce la un algoritm liniar.

În final se selecteazã maximul dintre aceste valori, de-
terminate corect.

Analiza complexitãþii
Ordinul de complexitate al operaþiei de citire a datelor de
intrare este O(N), iar cel al operaþiei de scriere a rezultate-
lor este O(1).

Calculul valorilor din tablouri are ordinul de comple-
xitate O(N).

În concluzie, ordinul total de complexitate al algorit-
mului de rezolvare a acestei probleme este O(N).

Clasele a XI-a ºi a XII-a
P080307: Arbori
Problema se rezolvã prin metoda programãrii dinamice.

Construim o matrice A cu M linii ºi K + 1 coloane (nu-
merotate de la 0 la K), unde Ai,j reprezintã efortul total mi-
nim necesar pentru a obþine un subarbore pornind din nodul
i al primului arbore, izomorf cu un subarbore pornind din
nodul corespunzãtor al celui de-al doilea arbore, care sã con-
þinã exact j frunze.

Efortul este dat de formula 1000 · nrCrengiTaiate +
nrFloriRupte. În acest mod se eliminã if-uri complexe de
genul: "dacã numãrul de crengi este mai mic decât optimul
pânã la momentul respectiv, sau este egal, dar numãrul de
flori este mai mic".

O parte din elemente sunt egale cu +∞ (o valoare maximã
fixatã); pentru acestea nu se pot obþine subarbori izomorfi
cu j noduri.

Pentru a obþine un subarbore cu j noduri, pornind din
nodul i, avem urmãtoarele opþiuni:
• lãsam f flori în nodul i (trebuie sã putem lãsa f flori ºi în

nodul izomorf cu i din celãlalt subarbore); f este contorul
într-un ciclu for;

• în continuare, fie nu pãstrãm nici o creangã din i (deci tã-
iem între 0 ºi 4 crengi, deoarece vom tãia numai crengi ca-
re existã, din primul ºi din cel de-al doilea arbore), fie pãs-
trãm numai creanga stângã (dacã existã în ambii arbori), fie



G
In

fo
 n

r.
 1

4
/1

 -
 i

a
n

u
a

ri
e 

2
0
0
4

24

so
lu

þi
i

numai pe cea dreaptã (dacã existã), fie pe amândouã (dacã
existã în ambii arbori);

• pentru ultimul caz, din cele j - f flori, o parte (st) sunt în
stânga, iar j - f - st în dreapta.

Nu am descris toate condiþiile care se pun pentru a nu
complica prezentarea.

Elementele matricei se calculeazã de la frunze spre rãdã-
cinã. Reconstituirea soluþiei se poate face fie pe baza valo-
rilor din matrice, fie stocând informaþii suplimentare.

Se pot face numeroase optimizãri. De exemplu, pentru
fiecare nod i se poate determina numãrul maxim de flori care
poate fi obþinut într-un subarbore cu rãdãcina i, astfel încât
sã existe subarborele izomorf corespunzãtor în cel de-al doi-
lea arbore. Aceste valori influenþeazã limitele for-urilor care
apar la calculul elementelor.

Implementarea ºi tratarea tuturor cazurilor necesitã o
atenþie mãritã; totuºi, ideea de rezolvare nu este foarte com-
plicatã, deci problema se poate rezolva în mai puþin de 90 de
minute, incluzând testarea ºi depanarea.

Analiza complexitãþii
Operaþia de citire a datelor de intrare are ordinul de com-
plexitate O(M + N).

Calculul unuia dintre cele maxim M · K elemente ale
matricei are ordinul de complexitate O(11 · K) = O(K).
Aici, 11 vine de la numãrul de flori pe care îl lãsãm în nodul
respectiv, iar K de la posibilitatea de a pãstra atât subarbo-
rele stâng, cât ºi subarborele drept, ceea ce duce la împãr-
þirea florilor între cei doi subarbori.

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceastã problemã este O(M · K2).

În practicã, numãrul fix de operaþii de la fiecare pas este
destul de mare (apar foarte multe condiþii), dar nu toþi cei
M · K2 paºi amintiþi sunt efectuaþi. De exemplu, pentru no-
durile care au un singur descendent se executã O(11) ope-
raþii în loc de O(11 · K). În orice caz, algoritmul se înca-
dreazã în timp.

P080308: Sum
Problema admite o rezolvare de complexitate O(N), dar ºi
alte rezolvãri de complexitate O(N · log N) care meritã
menþionate, deoarece pot fi folosite în alte probleme.

Prezentãm mai întâi rezolvarea liniarã.
Construim un tablou P cu semnificaþia cã Pi = poziþia de

sfârºit a celei mai scurte secvenþe, care începe în i ºi are suma
elementelor strict pozitivã.

Construcþia acestui tablou se face de la dreapta spre
stânga, folosind elementele tocmai calculate. Secvenþa (i, Pi)
se poate numi atomicã.

Se observã cã dacã avem o secvenþã curentã care se ter-
minã în poziþia i ºi vrem sã mãrim aceastã secvenþã spre
dreapta (cu scopul de a creºte suma elementelor) atunci tre-
buie sã sãrim direct în Pi, pentru cã altfel i-am scãdea suma
(deoarece am adãuga o cantitate negativã). Se încearcã într-
un fel împãrþirea ºirului iniþial în secvenþe strict pozitive, în-

sã aceastã împãrþire nu se face numai asupra ºirului iniþial, ci
a oricãrei secvenþe.

Deºi aparent construcþia acestui tablou are ordinul de
complexitate O(N2), o analizã amortizatã ne aratã cã este
vorba de O(N).

Cu ajutorul tabloului P, ne "plimbãm" cu doi pointer-i
(indici) în ºirul iniþial (limita stângã ºi limita dreaptã a
secvenþei cãutate, iniþial plecând din stânga ºirului), având
grijã ca diferenþa dintre cei doi sã fie între L ºi U. În cãutarea
secvenþei pointer-ii sar numai peste secvenþe atomice (din i
se sare în Pi). Fiecare secvenþã cãutatã se comparã cu maxi-
mul pânã în acel moment. Astfel ºi aceastã parte de cãutare
are ordinul de complexitate O(N).

Recomandãm cititorului sã analizeze comportamentul
algoritmului pe un exemplu.

Vom prezenta în continuare douã variante de rezolvare
care au ordinul de complexitate O(N · log N).

Varianta cu heap-uri
Se foloseºte un max-heap cu U - L + 1 elemente. La fiecare
pas i, în acest heap se aflã sumele secvenþelor de elemente
din ºir, cu lungimea cuprinsã între L ºi U, care se terminã pe
poziþia i.

De fapt, în heap nu se memoreazã efectiv sumele, ci po-
ziþiile de început ale acestor secvenþe, astfel încât sumele sã
se afle în relaþia impusã de max-heap.

Avansarea la pasul i + 1 are urmãtorul efect:
• toate secvenþele din heap devin mai lungi cu un element.

Aceasta nu modificã relaþia de max-heap dintre ele, pentru
cã la fiecare se adaugã aceeaºi cantitate;

• cea mai lungã secvenþã va avea lungimea U + 1 (dacã i > U),
deci va trebui scoasã din heap;

• apare o nouã secvenþã de lungime L, care va trebui intro-
dusã în heap.

Suma unei secvenþe (cunoscând poziþiile de început ºi
sfârºit) poate fi calculatã folosind vectorul sumelor parþiale.
Dacã ºirul dat este A, atunci definim Si = A1 + A2 + ... + Ai,
S0 = 0. Atunci, suma elementelor dintre pozitiile i ºi j este Sj
- Si-1.

Pentru localizarea secvenþelor care trebuie scoase din
heap se pãstreazã o informaþie auxiliarã. De asemenea, se
observã cã va fi scos un element aflat pe o poziþie oarecare,
nu neapãrat din vârful heap-ului.

Evident, la fiecare pas maximul este comparat cu soluþia
optimã de pânã atunci, ºi eventual aceasta este actualizatã.

Recomandãm implementarea acestei soluþii, ca un exer-
ciþiu util pentru lucrul cu heap-uri.

La fiecare pas, se fac cel mult douã operaþii cu heap-uri,
care pot fi realizate cu complexitate logaritmicã. Ordinul de
complexitate al algoritmului este O(N · log (U - L)), adicã
O(N · log N) pentru cazul cel mai defavorabil.

Varianta bazatã pe programare dinamicã
Se calculeazã, pentru fiecare poziþie i, cea mai mare sumã a
unei secvenþe de lungime cel mult 1, 2, 4, ... 2K începând din
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poziþia respectivã. Fie aceastã informaþie MAX[K, i]. No-
tãm cu LUNG[K, i] lungimea acestei secvenþe.

Iniþial MAX[0, i] este elementul de pe poziþia i din ºir.
La trecerea de la pasul K la pasul K + 1, secvenþa de sumã

maximã, de lungime cel mult 2K+1, care începe de pe poziþia
i, este fie secvenþa de lungime cel mult 2K (cu suma MAX[K,
i]), fie o secvenþã mai lungã. Singura secvenþã candidatã este
cea formatã din cele 2K elemente începând de pe poziþia i, la
care alipim încã LUNG[K, i + 2K] elemente care dau cea mai
mare sumã a unei secvenþe imediat urmãtoare, de lungime
maxim 2K.

Calculul valorilor din MAX ºi LUNG pentru un K fixat
are deci ordinul de complexitate O(N), ceea ce înseamnã cã
determinarea tuturor valorilor va avea ordinul de complexi-
tate O(N · log N).

Cum folosim aceste valori?
Se observã cã o secvenþã de lungime cel puþin L ºi cel

mult U începe cu o secvenþã de lungime L, la care se alipesc
la dreapta cel mult U - L elemente. Fie P cea mai mare pu-
tere a lui 2 mai micã decât U - L.

Atunci, secvenþa de sumã maximã, de lungime cel puþin
U ºi cel mult L, care începe cu L elemente din care ultimul
se aflã pe poziþia i - 1, se încadreazã în unul din urmãtoarele
cazuri:
• are exact lungimea L;
• are lungimea cuprinsã între L ºi L + P, caz în care se ada-

ugã la cele L elemente o secvenþã de lungime LUNG[P, i];
• are lungimea mai mare de L + P. Fie D = U - L. Atunci

secvenþa se terminã pe una din ultimele P poziþii din cele
U, deci se adaugã D - P elemente la primele i, dupã care
urmeazã încã LUNG[P, i + D - P] elemente.

Se ia varianta cea mai bunã din aceste cazuri. Calculele
necesare au ordinul total de complexitate O(N).

Se impun urmãtoarele observaþii:
• la fel ca la varianta cu heap-uri, se va folosi vectorul sume-

lor parþiale;
• se poate renunþa la valorile din MAX; se lucreazã numai

cu LUNG ºi sumele parþiale;
• din matricea LUNG se vor folosi numai ultimele douã

linii; linia K + 1 se construieºte pe baza liniei K, dupã care
se renunþã la linia K;

• pentru a rezolva problema, indicele K al pasului pentru
calcularea valorilor din LUNG merge pânã la P, deci sunt
log (U - L) paºi ºi nu log N paºi (valorile care ar fi obþinute
la paºii urmãtori nu ne intereseazã).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
este O(N · log (U - L)), adicã O(N · log N) pentru cazul cel
mai defavorabil.

P080309: Taxi
Aceastã problemã nu este dificilã; dificultatea ei constã în
a nu pierde din vedere vreun caz. 

Notãm cu dx diferenþa pe x între cele douã taxiuri ºi cu
dy diferenþa pe y.

Avem urmãtoarele cazuri:
• dx = 0, dy = 0 (taxiurile coincid): toþi vor fi nehotãrâþi;
• dx > dy: sunt B + 1 oameni nehotãrâþi;
• dx < dy: sunt A + 1 oameni nehotãrâþi;
• dx = dy: aici este un caz special. Pe diagonala dintre ta-

xiuri vor fi oameni nehotãrâþi, însã vor exista, de asemenea,
ºi douã dreptunghiuri în care toþi oamenii sunt nehotã-
râþi. Sã presupunem cã taxiurile sunt colþurile unui pãtrat.
Dreptunghiurile (cu oameni nehotãrâþi) vor avea un colþ
în colþurile neocupate (de taxiuri) ale pãtratului, iar altul
în colþul oraºului.

Analiza complexitãþii
Ordinul de complexitate al operaþiilor de citire a datelor ºi
scriere a rezultatelor este O(1).

Ordinul de complexitate al rezolvãrii unui caz de test
este O(1), deoarece identificarea cazurilor ºi calculele afe-
rente necesitã un numãr de operaþii mic, limitat superior
de o constantã.

P080310: Expr
Dupã citirea datelor, se sorteazã toate numerele din mul-
þimi. Pe parcursul rezolvãrii, un element va fi înlocuit prin
indicele sãu din vectorul sortat; pentru aceasta se foloseºte
cãutarea binarã.

Rezolvarea problemei se bazeazã pe evaluarea expre-
siilor cu ajutorul gramaticilor. Gramatica este structuratã
pe douã niveluri: expresie ºi operand. Expresia este forma-
tã din mai mulþi operanzi între care existã operaþiile spe-
cificate, iar operandul poate fi o mulþime sau altã expresie
(dacã se întâlneºte paranteza deschisã). 

Pentru fiecare dintre cele douã elemente ale gramaticii
se va scrie o funcþie recursivã. Aceasta returneazã o mul-
þime, reprezentatã printr-o structurã de 1000 de octeþi, su-
ficienþi pentru totalul de 8000 de numere distincte din ex-
presie (din considerente de eficienþã se poate prefera folo-
sirea unei structuri de 1024 octeþi). Aceastã structurã poate
fi alcãtuitã din elemente de un octet (tipul byte în Pascal);
se pot alege variante pe doi, respectiv patru octeþi.

Pentru mai multe detalii vom analiza exemplul din
enunþ: {1,2,3,4}%({1,2,3,4}*{}+{1,2}+{5,6}-{1})

Iniþial se apeleazã funcþia expresie(). 
Expresia conþine un operand, urmatã eventual de un

operator ºi de o altã expresie. Se va apela deci funcþia ope-
rand(), se va citi un operator (dacã nu s-a terminat ºirul),
apoi se va apela funcþia expresie(). Rezultatul apelãrii ei ºi
rezultatul apelãrii funcþiei operand() vor servi ca operanzi
operatorului respectiv.

Operandul iniþial este dat de mulþimea {1,2,3,4}. Se
citeºte apoi % ºi se apeleazã expresie().

Aceasta întâlneºte un prim operand dat de paranteza
deschisã, deci se va apela din nou expresie(), dupã care se
va citi o parantezã închisã. Aceastã nouã apelare va întoar-
ce rezultatul {1,2,3,4}*{}+{1,2}+{5,6}-{1} (evident,
prin noi apelãri de operand() ºi expresie()). Fiºierul se ter-
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minã, deci se iese din funcþiile recursive ºi se calculeazã ºi
celelalte rezultate.

Invitãm cititorul sã realizeze o implementare a acestei
rezolvãri. Este un exerciþiu util de programare, testare ºi
depanare (dacã este cazul).

Precizãm cã, în cazul în care s-ar fi introdus prioritãþi
ale operatorilor, gramatica ar fi fost mai complicatã.

Analiza complexitãþii
Fie L numãrul de caractere din expresie, N numãrul total
de numere din mulþimile din expresie, D numãrul de nu-
mere distincte ºi T numãrul de operaþii.

Operaþia de citire a datelor de intrare are ordinul de
complexitate O(L).

Sortarea celor N numere are ordinul de complexitate
O(N · log N).

Pe parcursul rezolvãrii, fiecare numãr este transformat
în indicele sãu din vectorul sortat, ceea ce duce la ordinul
de complexitate cu O(N · log D). Deoarece D ≤ N, acest
termen poate fi ignorat.

Efectuarea fiecãreia din cele T operaþii necesitã O(D)
operaþii elementare. Pentru acestea se folosesc operaþiile
OR, AND, XOR pe octeþii care compun structura.

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
este O(L + N · log N + T · D). Relaþia pare complicatã, dar
ea ne spune cã rezolvarea se va încadra în timp.

P080311: Ciclu
Rezolvarea se bazeazã pe o legãtura subtilã dintre ciclul
minim ºi ciclul mediu minim într-un graf care admite arce
de cost pozitiv, zero ºi negativ. Aceste costuri au întotdea-
una acelaºi semn. 

Facem o altã observaþie: dacã adãugãm (sau scãdem)
aceeaºi valoare x la toate costurile muchiilor, costul ciclu-
lui mediu minim creºte (respectiv scade) exact cu aceeaºi
valoare x. 

Se contureazã deja o idee. Putem afla dacã un anumit
numãr x este costul cerut astfel: scãdem x din costurile
muchiilor ºi verificãm dacã ciclul minim are costul 0. Mai
mult, de aici putem sã aflãm dacã x este prea mic sau prea
mare. Dacã x este prea mare, atunci va exista un ciclu
negativ. Dacã nu, x este bun sau este prea mic. 

De aici devine evidentã soluþia: o cãutare binarã a re-
zultatului, în care verificãm existenþa unui ciclu negativ. În
etapa de verificare se va folosi algoritmul Bellman-Ford
care are ordinul de complexitate O(N · M). Complexitatea
finalã a algoritmului este O(N · M · log X), unde X este va-
loarea maximã a costului unui arc, înmulþitã cu 100 (pen-
tru cele 2 zecimale exacte).

O altã soluþie care ar fi putut obþine în jur de 70 de
puncte, dar care meritã menþionatã, deoarece poate fi folo-
sitã ºi în rezolvarea altor probleme, este bazatã pe progra-
marea dinamicã. Aceastã variantã are avantajul cã nu lucrea-
zã decât cu numere întregi (cu excepþia unor verificãri).

Se alege un nod de start s ºi se construieºte (pãstrând
doar ultimele douã linii) matricea A cu semnificaþia cã A(i, j)

este costul minim al unui drum care conþine exact i arce,
care începe cu nodul s ºi se terminã cu nodul j. Evident,
A(i, j) se calculeazã folosind valorile A(i - 1, k) pentru care
avem arc de la k la j.

Valorile care ne intereseazã sunt A(i, s)/i; o astfel de
valoare reprezintã lungimea medie a ciclului care începe în
s, se terminã în s ºi conþine exact i arce.

Optimizarea majorã se bazeazã pe faptul cã, odatã ce au
fost considerate ciclurile care încep dintr-un anumit nod,
nu mai este nevoie ca acesta sã fie considerat pe viitor. Ast-
fel, pentru un anumit nod s, nu sunt calculate decât valo-
rile din matrice pentru care j ≥ s. 

Complexitatea acestei rezolvãri este O(N2 · M); se
alege, pe rând, un nod de start, dupã care valorile sunt
construite în O(N · M). Acest fapt este evident dacã obser-
vãm cã valorile pe o linie a matricei se construiesc în O(M),
deoarece valorile unui element depind de valorile asociate
vecinilor din graf, aflate pe linia precedentã.

P080312: Prefix
Pentru fiecare ºir se calculeazã funcþia prefix corespunzã-
toare algoritmului Knuth-Morris-Pratt (KMP).

Se considerã cã poziþiile caracterelor din ºir sunt nume-
rotate de la 1 la N (lungimea ºirului). Lungimea celui mai
lung prefix periodic este, dacã un astfel de prefix existã, cel
mai mare numãr natural K (1 < K ≤ N) , având proprie-
tãþile:
• P[K] > 0;
• K modulo (K - P[K]) = 0.

Prin P[K] s-a notat valoarea funcþiei prefix corespun-
zãtoare poziþiei K. Dacã nu vi se pare evident cã un astfel
de ºir este periodic, încercaþi sã demonstraþi.

Dacã prefixul de lungime K al ºirului este periodic,
atunci K - P[K] reprezintã lungimea celei mai scurte peri-
oade a acestui prefix. 

De exemplu, pentru ºirul "abcababcababca", funcþia
prefix determinatã este urmãtoarea:

a b c a b a b c a b  a  b  c  a
K: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

P[K]: 0 0 0 1 2 1 2 3 4 5  6  7  8  9

Cel mai lung prefix periodic are lungimea 10, deoarece
P[10] = 5 > 0 ºi 10 mod (10 - P[10]) = 10 mod 5 = 0.  De
asemenea, se observã cã lungimea perioadei "abcab" este
5 = 10 - P[10].

Analiza complexitãþii
Operaþia de citire a datelor de intrare are ordinul de com-
plexitate O(N).

Calculul funcþiei prefix din cadrul algoritmului KMP
are ordinul de complexitate O(N). Pentru fiecare valoare a
funcþiei prefix, verificarea (P[K] > 0 ºi K modulo (K - P[K])
= 0) are ordinul de complexitate constant.

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
este O(N).


