Concursul national de matematici ARHIMEDE
Editia a IV-a, etapa a II-a, 17 martie 2007

Clasa a III-a

I.  5p. 1. Se dau numerele:
a=(@x8+7+6):[5x4:(3+2)+1]
b=(1+2)x10:5+6+7+8+9.

Aratati cd b este de 4 ori a.
4p. 2. Calculati:
1+34+54+..+15+174+19-2-4-6—-...—16-18.

II. 4p. 1. Daca scddem dintr-un numar sfertul si jumatatea sa, obtinem 7. Care este
numarul?
5p. 2. Am adunat 13 numere naturale distincte si nenule si am obtinut suma 92. Care
sunt numerele pe care le-am adunat?

ITL. 9p. Suma a doua numere naturale este de forma xx. Aflati numerele stiind ca:
- ultima cifra a primului numar este 9;
- al doilea numar este cu 8 mai mare decat primul numar.

IV. 9p. Intr-o urna sunt 13 bile albe si negre, care urmeazi sa fie extrase toate. Daci
scoatem din urna o bila alba, obtinem 3 puncte, iar dacd extragem o bila neagra,
pierdem 2 puncte. Cate bile albe si cate bile negre au fost in urnd, dacd au fost
totalizate 24 de puncte?

Timp de lucru (1 ora si 30 minute; la cerere, copii mai pot fi lasati inca 30 de minute).
Fiecare problema este obligatorie si se puncteaza de la 1 la 10. (Se acorda 1 punct din
oficiu.)



Concursul national de matematici ARHIMEDE
Editia a IV-a, etapa a II-a, 17 martie 2007

CLASA alV-a

I. 5p. a)Calculati:
10101010 -9999999

4p. b) Cate cifre de 2 s-au folosit la numerotarea unei carti de 350 de pagini?

II. Consideram sirul urmator:
1,1,2,1,2,3,1,2,3,4, ...
4p. a) Continuati acest sir scriind inca 11 termeni.
5p. b) Ce termen din sirul dat este pe locul 50?

III. 4p. a) Aflati numarul natural a, stiind ca:
2-a-(a:a+a-0+0:a)+a:5x5-a-5:5-2=5:5-a
5p. b) Intr-o clasi sunt 35 de copii. Stiind ci 2 din 7 elevi joacd sah, iar 3 din 5 joaca
fotbal, puteti spune cati nu joaca nici sah nici fotbal? (Se stie ca niciun copil nu
practica ambele sporturi simultan).

IV. 9p. Cu 16 ani in urmd, mamei i mai trebuiau atdtia ani, pand sia implineascd
jumatate de secol, cati are astazi in plus fatd de aceasta varsta.
Ce varstd are mama mea acum?

Timp de lucru (1 ora si 30 minute; la cerere, copii mai pot fi ldasati incd 30 minute).
Fiecare problema este obligatorie si se puncteaza de la 1 la 10. (Se acorda 1 punct din
oficiu.)



Concursul national de matematici ARHIMEDE
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Clasaa V-a

I. Se considera numéarul a = 111222.

3p. a) Sa se arate cd suma cifrelor numarului a este un patrat perfect.
3p. b) Sa se afle restul impartirii lui a la 4.
3p. c) Sa se scrie numdrul a ca produs de doud numere naturale consecutive.
II. 4p. 1. Aflati cel mai mare numdr natural de patru cifre distincte care are suma
cifrelor 26 si daca inlocuim ultima cifra cu 7, obtinem un numar cu 5 mai mare
decat daca inlocuim prima cifra cu 7.
L. Toderiuc
5p. 2. Aratati ca nu exista x si y numere naturale astfel incat:
x*=3-y*=17.
IIL. Se considera numarul n =107 + 2.
4p. a) Aratati ca n este multiplu de 3.
5p. b) Aflati catul impartirii lui » la 3.
N. M. Gosoniu

IV. Fie A=9+98+997 + ... + 999...901 + 999...900.
%/—J %/_J

3p.
o6p.

97 ori 98 ori
a) Scrieti primii doi si ultimii doi termeni sub formal0” —n,ne N .
b) Cate cifre de 1 contine scrierea in baza zece a numarului 4?
Liviu Oprisescu

Timp de lucru 2 ore (la cerere: 2 ore si 30 de minute).Toate subiectele sunt obligatorii.
Notarea se va face de la 1p la 10p. Fiecare subiect primeste 1p din oficiu.
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Clasa a VI-a

I. Fie q, b, c trei numere rationale direct proportionale cu numerele 3, 4, 5.
a+b

3p. a) Sa se calculeze valoarea raportului
+c

3p. b) Sé se arate ca b este media aritmetica a numerelor a si c.
3p. ¢) Sa se determine numerele a, b, c daca 2-a+3-b=72.
Cristina Godeanu

Il. Fiexe N siy cel mai mare numir natural care impartit la x + 1 da catul x.
3p. a) Pentrux =7, si se determine y.
3p. b) Daci y nu este divizibil cu 3, sa se arate ca x + 1 este divizibil cu 3.
3p. c) Sa se determine x, stiind ca y = 255.
Stefan Smarandache

III. Se considera AABC = AADE , astfel incat (BC)N(DE)={T}. Sa se demonstreze ca:
4p. a) LEDC = ZBCD
5p. b) AT L BD
Cristian Olteanu

. * o o C o .. . . o
IV. 4p. a) Fie n € N . Sad se arate cd existd 2007 fractii ordinare, oricare doud
. o 1 .
neechivalente, cuprinse intre — si —.
n-n
5p. b) Sa se afle cel mai mic numar natural # cu proprietatea ca exista 2007 fractii
) . 5 ) A 1 .2 .
ordinare, oricare doud neechivalente, cuprinse intre — $i — §i care au suma o
n n

fractie ordinard subunitara.
Traian Preda

Timp de lucru 2 ore (la cerere: 2 ore si 30 de minute). Toate subiectele sunt obligatorii.
Notarea se va face de la 1p la 10p. Fiecare subiect primeste 1p din oficiu.
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Concursul national de matematici ARHIMEDE
Editia a IV-a, etapa a II-a, 17 martie 2007

Clasa a VII-a

Numerele naturale a, b, ¢ verificd simultan conditiile:
5-:a+2:6-3 _3 si T-atc+3 1
2-a+7-b—4 4 20-a+17-c+15 5
5p. a) Sa se arate ca numerele a, b, ¢ sunt direct proportionale cu numerele 52, 56,
65.

5-a+2-b

4p. b) Sa se calculeze valoarea raportului ——— .
7-b+2-c

lon Neatd, Slatina

4p. a) Aratati ca: \/17+8-\/10+2-\/ﬁ > 445,
Godeanu Cristina
5p. b) Se considerd a,,a,,...,a,,, numere reale astfel incdt 0<a, <a, <...<a,,,
cu a, +a, +...+a,,, =2007. Sa se arate ca:
2006-a, -a, +2007 22007 - a, + 2006 a,
Liviu Oprisescu

Fie AABC un triunghi isoscel cu 4B = AC si [ centrul cercului inscris in triunghi.

Mediatoarea d a segmentului (B/) intersecteazda pe BC in P, iar Al Nnd={T}.
Demonstrati ca:

4p. a) m(LABT)=90";

sp. by p=—ABBC__

AB+BC+ AC

Petre Simion

IV. Fie 4, B, C trei puncte coliniare in aceasta ordine. in acelasi semiplan fati de dreapta

AC se considera punctele M si N, astfel incat AABM si ABNC sa fie echilaterale. Se
considerd punctul Pe[AB]. Sa se demonstreze ca:
4p. a) MP+ NP > AC,
5p. b) NP>CQ,unde NP MB={0}.
Traian Preda

Timp de lucru 3 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. Notarea se face de la 1p la 10p.
Fiecare subiect primeste 1p din oficiu.
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Concursul national de matematici ARHIMEDE
Editia a IV-a, etapa a II-a, 17 martie 2007

Clasa a VIII-a

a) Descompuneti in factori:
2p. 1) (»+2)-(y+5)+2;
2p. 2) (a+1)-(a+2)-(a+3)-(a+4)+1.
2p. b) Aduceti la forma cea mai simpla expresia:
(X’ +X+2) (X +X+5)+2 X +X+5
(XP+X43) (X +X+4)-2 X +X+4
3p. c¢) Sa se arate cd nu existd n € Z pentru care E(n) € Z.

E(X)=

Sa se demonstreze ca:
2p. a) 2-(x* +y*) = (x+y),Vx,ye R;
3p. b) (a* +b*)-(a’ +c*)-(b*+c*)=a-b-c-(a+b)-(a+c)-(b+c),Va,b,c>0.
Virgil Nicula, (rev. Arhimede)
4p. ©) a+b-2-¢c b+c—-2-a a+c-2-b
c*+a-b a’+b-c b*+a-c
laturilor unui triunghi.

>0, stiind cd a, b, ¢ sunt lungimile

Traian Preda

Fie ABCD un patrulater convex, {O} = AC N BD si afirmatiile:
1. AC LBD
2. AB*+CD? = AD*> + BC*
3. [AO]=[CO] sau [BO]=[DO]
4. AB+CD=A4D+BC
Demonstrati ca:
5p. a) afirmatiile 1 si 2 sunt echivalente;
4p. b) din 1 si 4 rezulta 3.
Georgeta Alexandrescu

Fie cubul ABCDA'B'C'D' de muchie 1, M, N, P, Q mijloacele muchiilor [4 B,
[BC], [CD], respectiv [NC], iar O,,0, centrele fetelor CDD C”, respectiv A BT D"
5p. a) Aflati distanta dintre dreptele MO, si NP ;
4p. b) Daca E si F sunt proiectiile lui 4, respectiv C“pe (MNO,), respectiv (BOP),
atunci EF 1 CO,.
Marius Mdinea

Timp de lucru 3 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. Notarea se face de la 1p la 10p.
Fiecare subiect primeste 1p din oficiu.
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Clasa a IX-a

5p. a) Sa se rezolve inecuatia:
[x]’ = (x=1)-[x]* <1-{x}.
(Am notat aici cu [x] partea intreagd a numarului x, iar cu {x} partea fractionara a
numarului x. Evident x = [x] + {x}.)
Aurel Dobosan
4p. b) Fie m, n doud numere naturale. Dacd m>1,n>1, n’ <(m-1)-m-(m+1),
atunci (n+1)° <m-(m+1)-(m+2).
Dan Stefan Marinescu, Viorel Cornea

Fie ABC un triunghi si AM, BN, CP medianele sale.
4p. 1) Sa se calculeze: AM + BN +CP.

5p. 2) Daca WH+“WH+H§H%‘ﬂ‘h”?ﬁ" , unde AA°, BB”si CC’ sunt

+ec

bisectoarele triunghiului ABC, sa se arate ca triunghiul ABC este echilateral.
Diana Alexandrescu

Fie ecuatia a-x*+b-x+c=0,cua, b, ce Z,a#0.
4p. 1) Dacid a, b, ¢ sunt impare, atunci ecuatia data nu poate avea radacini rationale.
5p. 2) Daca q, b, ¢ € {0,1,2,...,9}, cu proprietatea ca numarul abc este prim, atunci
ecuatia datd nu are radacini rationale.
Liviu Oprisescu

9p. Fie x un numir real sin e N cu proprietatea ¢ x+x* € O,Vke {n,n+1}.

Sa se demonstreze cd x € Q.
Sorin Radulescu, Mihai Piticari

Timp de lucru 3 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. Notarea se face de la 1p la 10p.
Fiecare subiect primeste 1p din oficiu.
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Clasa a X-a

I. 4p. a)Sasearate cd 2" > x pentru orice xe R.

5p. b) Sa se rezolve ecuatia x+2" = x

X

Sorin Radulescu, Adrian Troie

I1. Sa se calculeze:
1
3p. 1) tg| 2-arctg— xe (0;1);
p )g[ g\/;} (3))
. N2 k+1
arcsin———

6p. 2)a=a,-a,-a,-...-a,,unde a, = 1+1 , ke{l,2,..,n}.

arctg ————
g\/Z-k+1

Mihail Bencze

I1I. Fie tetraedrul [VABC] si punctele A'e (AB),B'e (BC),C'e (CA), astfel incat:
A'4 B'B_CC
AB BC (C4

5p. a) In cazul k = 1, si se demonstreze ci muchiile [VA], [VB] si [VC] sunt
congruente.

4p. b) In cazul k#1 si pentru V4 = VB = VC, si se arate ci unghiurile
LAVC, LBVC, ZCVA sunt congruente.

=k>0,iar VA'LVB'LVC'LVA'.

Dan Popescu

IV. Fie 4 o multime de numere reale cu n elemente si f': 4 — A cu proprietatea ca:
[f)—fON <=yl Vx,ye 4,x#y.
Sa se demonstreze ca:
4p. 1) fnu poate fi bijectiva;
5p. 2) g=fo fo..of esteconstanta.
Y

Oana Nitulescu, Lavinia Savu

Timp de lucru 3 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. Notarea se face de la 1p la 10p.
Fiecare subiect primeste 1p din oficiu.
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Clasa a XI-a

I. 4p. 1) Se considerd matricea A€ M,(R) cu proprietatea det(/, + 4°)=0. S se
calculeze det A.
5p.2.)Fie X,Y,Ze M,(N) cu proprietatea:
XY-2=Y-Z-X*=Z-X-Y*=1,.
Sa se demonstreze ca X, Y si Z sunt inversabile.
Marius Mdinea

II. Se considera o functie f : R — R cu proprietatea:
fx+D- f(x)+ f(x+1D)+1=0,Vxe R.
Demonstrati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
5p. 1) Ecuatia f(x)=-1 nu are solutii in K.

4p. 2) fnu este continua.
Marcel Chirita

. Ldaca i+ j
IIL. 5p. 1) Fie Ae M,(R),4=(a;). <, cu a; = 54 o
‘ ,daca =]

Calculati det 4 si A™' in cazulne {3,4}.
Aurel Dobosan. Trandafir Bot

4p. 2) Fie A,Be M,(Z) cu proprietatea cd AB+ BA=1,. Sa se demonstreze ca:

det l(AB)” + (BA)”J este patrat perfect pentru orice n € N'.
Marius Dragan

IV. 9p. Sa se determine toate functiile monotone surjective f:R\Q — Q0.
Sorin Rdadulescu, lon Savu

Timp de lucru 3 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. Notarea se face de la 1p la 10p.
Fiecare subiect primeste 1p din oficiu.



I. 4p.

1

5p. 2) Sé se calculeze: I dx
1
2
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Clasa a XII-a

1) Sa se demonstreze ca:

LV. Mafiei

II. Sa se rezolve ecuatiile:

4p.

Sp.

I 4p.

IV. 9p.

2 _ A .
) x*=x1n Z,;

2)X° =[

3 O)

2).
§} in M,(Z,,).

Costel Chites, Adrian Stoica

1) Sa se calculeze limn- ! ~+ ! —F.t ! = |
n—soe (n+1)° (n+2) (n+n)

. 2) Sa se determine a,be R, cu proprietatea:

2 2

1/12 n n
lim -+ —+..t 2+ar-n+b =0.
n=>=l (n41) (n+2) (n+n)

Marcel Chirita

Fie (A,+,) uninel si a,be A. Sa se arate ca daca:
x’+a-x>+b-x=0,,Vxe A, atunci inelul (4,+,) este comutativ.
Sorin Radulescu, Petrus Alexandrescu

Timp de lucru 3 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. Notarea se face de la 1p la 10p.
Fiecare subiect primeste 1p din oficiu.
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